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Apresentação 


Este livro é o Complemento para o professor do volume 9, Geometria plana, 
da coleção Fundamentos de Matemática Elementar. 

Cada volume desta coleção tem um complemento para o professor, com o 
objetivo de apresentar a solução dos exercícios mais complicados do livro e su- 
gerir sua passagem aos alunos. 

É nossa intenção aperfeiçoar continuamente os Complementos. Estamos 
abertos às sugestões e críticas, que nos devem ser encaminhadas através da 
Editora. 

Agradecemos aos professores Manoel Benedito Rodrigues e Carlos Nely 
Clementino de Oliveira a colaboração na redação de soluções que são apresenta- 
das neste Complemento. 


Os Autores. 
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o — Segmento de reta 


17. AD -36>9)x =36>x=4 
AB = 6x = 24 em 
BC = 2x = 8cm B c 
£&-> >>> 
CD = X= 4 cm 6x 2X X 
18. hipotese RES N Q 
PA=0B>PQ=ADP-———————+ 8 
Demonstração 
Observando o segmento AQ comum a PQ e AB, temos: 
PA = QB > PA + AQ = AQ + QB => PQ = AB 
19. Temos duas possibilidades: 
1º) Bestá entre Ae C 2%) CestáentreAe B 
20 
B C 
A—————————»—— AC AL 1 —AB 
20 12 12 
AC = AB+ BC > AC + BC - AB > 
5 AC-20+125AC-32cecm >AC+12-20>AC-8cem 
= = 42 
20. bx+x=42>x=7Tem 
B 
AB = 5x> AB = 35 cm AF + AIC 
BC =-x> BC=7cm 3x x 
21. Temos duas possibilidades: 
1º) Bestá entre Ae C 23) CestáentreAe B 
45 4x 
de= ca = = as B 
4x x 45 pá 
4x +x=45>5x=9cem 45 +x=4x>x=15em 
AB = 4x > AB = 36 cm AB = 4x > AB = 60 cm 
BC=x=> BC=9cm BC =x=> BC=15cm 
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22. 


23. 


24. 


Temos três possibilidades: 


a 
1º) 80 
M B N Cc 
PTD TT [TT E 
5x 4x x 


5bx+ 4X+ x=80>5x=8em 
MN = MB + BN > MN = 2,5x + 2x> MN = 36 em 
22) 


5x 4x 
M B N P 
AFL————|1|1|———+— AC 
= == = 
80 x 


1) BP + PC = BC => BP + x = 4x=> BP = 3x 
2)AB + BP = 80 > 5x + 3x = 80 > x = 10 cm 
3) MN = MB + BN => MN = 2,5x + 2x => MN = 45 em 


3º) 80 
c P M N 
AEW WYLLDLLLLDHJYDDDDDLDNNJY)]]]][)L))——R 
x x x 2x 
1) BP + PC = BC> BP+x=4x> BP = 3x 
2) BN+ NP = BP > 2x + NP = 3x> NP =x 


4) AP = 80 > 2x = 80 > x = 40 em 
5) Se o ponto M dista 2,5x do ponto A, então M é ponto médio de 
PN. 


Logo, MN = 5º então MN = 20 cm. 


) 
) 
3) AC + BC = AB = AC + 4x = 5x > AC =x 
) 
) 


Hipótese Tese 


AB = CD = AD e BC têm o mesmo ponto médio 
BM C D 
AL 114 
Demonstração 
Seja M o ponto médio de BC. Temos: 
AM = AB + BM = CD + MC = MD 
Como AM = MD, M também é ponto médio de AD. 


Hipótese Tese 


2) BC e AD têm o mesmo ponto médio 
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26. 


28. 
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Demonstração A B Cc a 


1) Observando o segmento BC, temos: 
AC=BD=>AC-BC=BD-BC=>AB=CD 
2) Análogo ao exercício 23. 


Temos duas possibilidades: 
M B N 


1) A >> ++ —c 
MN = MB + BN = MN = D+ o, MN = RES EE 


M Cc N 
A 


MN = MC + CN > MN = (BM — BC) + CN > 


BC BC 
= MN = (BM — BC) + 5 =>MN=BM-BC+ 5 => 
sqnseu=" sjpnN=s ES 
2 2 
O segmento MN terá medida constante e igual à metade do segmento 
AB. 


Justificação 
Temos três casos a analisar: 
E AP AP 

1º) ER 2 

po WD HM OS a ho Pp 

BP BP 
2 2 

Neste caso temos: do EP dido e 

MN = MP — NPSM=5 29 2M=—50 5M=5 
Dig Mo ÃãPõaSMNM» 

AP AP BP BP 
2 2 2 2 
Neste caso temos: 
AP + BP AB 
MN = a OT = MN = E 
BP BP 

3º) 2 2 

p M A N B 

AP AP 
' 2 2 
este caso temos: 
BP AP — AB 
MN = PN — PM > MN = 2 2 MN om 
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ao — Ângulos 


55. ângulo — x complemento > (90º — x) 
“O ângulo mais triplo do complemento é igual a 210º” 
x+3-(90º — x) = 210º > 2x = 60º > x = 30º 


59. ângulo > x 
complemento do ângulo: (90º — x) 


complemento da metade: [90º — >) 


x 
triplo do complemento da metade: 3 - E — 5) 


x 
suplemento do triplo do complemento da metade: 180º — af90º — 5) 
9x 


180º — 3/90º - X] = 3. (90º — x) =» SÉ = 360º =» x = 80º 


60. ângulo > x 
complemento do dobro do ângulo > (90º — 2x) 
suplemento do complemento do ângulo > 180º — (90º — x) 


90º — 2 
180º — (90º — x) “DD -8s=x= 15º 
65. Sejam x e y os ângulos. 
x 2 
MES E [re-amy- or 
x + y = 180º 


O complemento do menor é igual a 90º — x = 90º — 40º = 50º. 


68. ângulo — x 
complemento do ângulo > (90º — x) 
suplemento do ângulo — (180º — x) 
“O triplo do complemento mais 50º é igual ao suplemento.” 
3- (90º — x) + 50º = 180º — x > 2x = 140º > x = 70º 


72. x e z são opostos pelo vértice > x = Z 
x ey são suplementares > y = 180º — x 
“x mede a sexta parte de y, mais metade de z.” 


1 A 6x 180º -x+ 3x5 x= 45º 
y = 180º — 45º > y = 135º 
74. Os ângulos são da forma 2k, 3k, 4k, Dk e 6k e somam 360º. 


2k + 3k + 4k + 5k + 6k = 360º > 20k = 360º > k = 18º 
O maior ângulo é de 6k = 6 - 18º = 108º. 
AÓB = CÔD 


75. Hipótese: | 
OX, OY são bissetrizes 
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77. 


79. 
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Temos duas possibilidades: 
1º) 
t 


Ox e Oy são bissetrizes 
a+ b = 52º 

2a = 40º 

> 2a + 2b = 104º > 
> 40º + 2b = 104º > 
> 2b = 64º 


Tese: OX e oY são semirretas 
opostas 

Demonstração E 

O ângulo entre OX e OY é dado por 
(a +b+c) 

2a +2b+2c-360º>a+b+c= 
= 180º n E 

Portanto, OX e OY são semirretas 
opostas. 


- Hipótese Tese 
rOs e sOÓt adjacentes 
e complementares 
Ox e Oy, respectivas 
bissetrizes 


o xÔy = 45º 


Demonstração 


Sejam a medida de rôx = xÔs = a 
e a medida de sOy = yÔt = 6: 
a+uq+B+pB=90º> 

= 20 + 2B = 90º > 

> 0 + p= 45º > x0y = 45º 


2a + 2b = 136º 
a + b = 68º 


Resposta: o ângulo formado pelas 
bissetrizes é igual a 68º. 


Ox e Oy são bissetrizes 
a-— b= 52º 

2b = 40º 
=>a-—20º=52º = 
5Sa=72º> 

> 2a = 144º 
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Oo NO NA — Triângulos 


91. 


92. 


98. 


100. 


1041. 


108. 


e. mc 


np=Bo O xs dyexiyes O 
x— 3y=0 
[5 => (x=9,y=3) 


AB = x+ 2y> AB = 15 
O perímetro do triângulo ABC é iguala 3 : 15 = 45. 
b) AB=AC>5>72xX+3=3%x-3>x=6 
AB = 2x + 3=> AB = 15;AC = AB>AC=15:BC=-x+3> 
> BC =9 
O perímetro do triângulo ABC é igual a AB + AC + BC = 39. 


Sejam ( a medida dos lados congruentes, b a medida da base e p o 
semiperímetro. Temos: 


Bo fes 


7,5 
2 > ((=6m,b=3m) 


t=2b 


24 = 4h 


Resposta: Os lados do triângulo medem 3 m,ô6m e 6 m. 


AABC = ADEC = (TO + [885208410 (q 10º, = 12º 
BE Iporast=ssp 2! é 
A 


C =CE as — 6=22 
AB = DE 35 =3y+5 
Os perímetros são iguais; portanto, a razão entre eles é 1. 


ACBA = ACDE = | > (x = 14,y = 10) 


1) APOD = APBA = [ED PA s|W-2=Y+17, x=40,y=19) 
CD=AB |x+5=15 
2) APCD = APBA =>AB = CD (1) 
PC = PB 
PÊBC = PÊB (APBC é isósceles) 
CA = BD (usando (1) e o fato 
de BC ser comum) 


*L, APCA = APBD 


Logo, a razão entre os perímetros destes triângulos é igual a 1. 


Hipótese Tese 
AABC é isósceles 
AM é mediana |- MÃB = MÃC 
relativa à base 
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111. 


112. 
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A 
Demonstração 
AB = AC (hipótese) 
BM = MC (hipótese) => AABM = AACM 
AM comum 
Logo, MÃB = MÃC e concluímos que AM é 
bissetriz do ângulo À. 
B c 
M 
AN 
D 
A 


Hipótese Tese 
AABC é isósceles .5 inéii 
AD é bissetriz > (ist EE de 


relativa à base ERR 

Demonstração 

(AB = AC; BÂD = CÂD; AD comum) > 

LL, AABD = AACD > ED = DC 5 e 
Hipótese Tese 

AABC é isósceles 

de base BC StD=BE 


CD é bissetriz de É 
BE é bissetriz de B 


Demonstração 

EBC = DÊB; BC comum; EÊB = DÊBC) > dd 

( m; ECB = ) Ds Q 
A 


22, ACBD = ABCE > CD = BE B 


Hipótese Tese 


am E pisseuie => AABC é isósceles 
AM é mediana 


Demonstração 
1) Tomemos P sobre a semirreta AM com 

MentreAePe MP = AM. 
2) (AAMB = APM pelo LAL) 

= (BÂM = CÊM e AB = PC) B ” c 
3) (BAM = CPM; AM (bissetriz)) > 

=> CÊM = CÂM 

Donde sai que AACP é isósceles de 

base AP. Então: AC = PC. 
4) De AB = PC e PC = AC obtemos 

P 


AB = AC. Então, o AABC é isósceles. 
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Desigualdades nos triângulos 


114. Seja x o terceiro lado. Temos: 
8-21]<x<8+21513<x<29 
Se x é múltiplo de 6 entre 13 e 29 (exclusive), então x = 18 cm oux = 


= 24 cm. 
115. |[20-2X-(2X+4]<x+10<20-K+K+4S 
x+ 10 < 24 x< 14 
> > > 
116 — 4x) < x + 10 —x— 10< 16 — 4x<x + 10 
x< 14 
x< 14 26 
SS = doe dp > pec 
16 — 4x<x+ 10 Es 
5 


116. Aparentemente temos duas possibilidades: 38 cm ou 14 cm. 


Mas um triângulo de lados 14 cm, 14 cm, 38 cm não existe, pois 
não satisfaz a desigualdade triangular. 


O triângulo de lados 38 cm, 38 cm, 14 cm satisfaz a desigualdade 
triangular. 


Resposta: 38 cm. 
117. AC =b=27, BC = a = 16, AB = c é inteiro 


E<Â<B>c<16<27>0c<16 
O valor máximo de AB é 15. 


122. Sejam: a: hipotenusa; b, c: catetos. Temos: 
E presas! 
a>c 
123. a<bto»2a<atbrosa<2idte 
A 
124, De acordo com o teorema do ângulo /> 
externo, temos: o > B. 
(a«>B,B>A)>0>A < 
B e 
A 
c<xt+ty<a+b 
126. b<x+z<a+t+c > 
a<y+z<b+c B e 
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>5Sat+b+c<2x+y+7)<2a+rb+Hro> 


20 DO rpg pas 


x<m+n x+y+z<(p+qg)+(n+o+(m+r) 


127. y<rtq > Z E cá 


Zz<o+p x+ty+z<a+b+ce 


128. 1) Tomemos A' sobre a semirreta AM, 
com Mentre Ae A'eMA' = ma. 
2) (AAMB = AA'MC pelo caso LAL) > 


SAC=c 
3) No AAA'C temos: 
|b = 6] < 2m;<b+e= B 
[= em a bee 
2 
129. 1) De acordo com o exercício 128, temos: 
b+c a+c a+b A 
ma < mp < :m = 
a 2 b 2 c 2 
>5mtm+m<a+b+e c b 
2) AABM: c < m, + > Analoga- 
B C 
C a M a 
mente, b<m+>a<m+>. 2 2 
2 2 
Somando membro a membro as desigualdades, temos arbre < 


<m+m + me 
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ONA — Paralelismo 


147. a) Os ângulos internos são dados por (180º — o), (180º — B) e 
(180º — y). Como a soma destes deve ser igual a dois retos, temos: 
(180º — q) + (180º — B) + (180º — y) = 180º > q. + B + y = 360º. 
b) De modo análogo: 
(360º — o) + (360º — B) + (360º — ) = 180º > q + B + y = 900º 
148. É 


al0=x+15º>(x+ 15º) + (x + 15º) + x = 180º => x = 50º 


b) AÉB = 180º — 4x. AABC é isósceles de base BC > 180º — 4x = x 
> x = 36º 


C)Ã = 180º — (x + 709)| À=110º-x 


- 480º - À > 180º — (110º — xy) [=X = 70º 
=" E 


149. d) AB = AC 1) AACD é isósceles = 


= ACD = x 
2) ADC = 180º — 2x 
3) CDB = 2x 
4) ACBD é isósceles 
= CÊD = 2x 


5) BÊD = 180º — 4x 

6) AABC é isósceles 
> 180º —- 4x +x=2x > 
=> x = 36º 


f) 1) AABD é isósceles > 
= ABD = 65º 
2) ADB = 50º 
3) BDC = 130º 
4) ADBC é isósceles 
= x=25º 


= x=30º,y = 40º 
x+y + 2x + 10º + y = 180º 


x+y = 2x + 10º —x + y = 10º 
8) = 
3x + 2y = 170º 
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152. 


154. 


165. 
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h) 1) AABC é isósceles => AÉB = 2x + y 
2) EÊD = 180º — (x + y) — (2y — 25º) 
3) EêD = AÊB (o.p.v.) 
4) ACDE é isósceles > x + y = 2y — 25º 
Doo (x+y—(2y —- 25) = 2x +y 
3je)> = x=15º,y = 40º 
x+y=2y-— 25º 


A 


Construímos a retat,t/nt/'s. 

t divide o ângulo de 112º em dois 
outros: y e z. 

y = 40º (alternos internos) 
y+Zz=112º>52z=ã72º 

z = x (alternos internos) > x = 72º 


Construímos a retat,t/rt//s. 

t divide o ângulo de 100º em x e y. 
x = 180º — 3q (colaterais internos) 
y = 180º — 2a (colaterais internos) 
x + y = 100º > 360º — 5a = 100º = 
> q = 52º 


Do AABC temos: 
2b + 2c + 80º = 180º => b + c = 50º 


Do ABCD temos: 
b+c+x=180º> 
> 50º + x = 180º > x = 130º 
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167. 


168. 


169. 


170. 


174. 


ângulo do vértice: x 


5 
ângulo da base: (180º = 2] 


5 
X+ (180º = 2] = 180º 5 


> x = 120º 


Resposta: os ângulos medem 120º, 30º e 30º. 


Seja x o valor dos ângulos externos em 


BecC. Temos: 
2x a x 
ET 


- (180º — x) = 180º = x = 100º 


AABC: x + 2b + 2c = 180º > 
180º — x 

2 
APBC: x + 76º + b + c = 180º 


= x=28º 52 Ne 


a é ângulo externo do AABD > q = 


>b+c= 


é ângulo externo do AACD > B = 


ACDE: CDE = 180º — 66; 
EÉD = 100º 

x + 100º + (180º — 6B) = 180º > 
=> x = 6B — 100º 

AABC: 3B + B = 100º > 


> B = 25º 
x = 6B — 100º > 
=> x = 50º 
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176. Considere as figuras: 


A A 
15º 
758 75º 75º 
2 2 2 
- B - c B - Cc 
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 


a) É fácil deduzir (figura 1) que os ângulos medem 30º, 75º e 75º. 


b) De acordo com a figura 2, temos x + >. + o e 180º. Donde 
vem: x = 105º. 

c) De acordo com a figura 3, temos: 
x + 15º + 37º 30' = 180º > x = 127º 30' 
y=15"+37º 30'>y = 52º 30' 


segundo ângulo: x — 28º 
= 180º > x = 66º 


179. primeiro ângulo: x x + (x-— 289) + (x + 10º) = 
[= 
terceiro ângulo: x + 10º 


Resposta: os ângulos medem 66º, 38º e 76º. 


182. Prolonguemos a reta AB. 
Na figura temos: 
Bp-2m+3m>Bp=5m 
a=B+m>a=e6m 


183. 


dE 


La 
UND IP 
+ 


o Oo 


180º + À Â 
4)x + (b + 0) = 180º =x + 5 — = 180º =x = 90º — 
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184. 


185. 


187. 


188. 


Na figura marcamos os ângulos de 
mesma medida. 


AABD: x + y = z + 48º 
AACD: y = Z +xX 


Subtraindo membro a membro: 
x=48º - x>5x=24º 


Seja x a medida do ângulo À. Temos: 
1) AAEF é isósceles — FEA = x 


Na figura temos: 

1) AABC é isósceles > ABD = AÉD 

2) EÔB, AÊD correspondentes = 
= EDB = AÊD 

3) FDC, ABD correspondentes = 
= FÔC = ABD 

4) AEBD e AFDC são isósceles B 3 D 4 c 
Indiquemos por x e y os lados de mesma medida desses 
triângulos. Temos: AE + ED + DF + AF = (AE + x) + (y + AF) = 
=5+5=10cm. 


1) Indiquemos as medidas AB = AC = b 
e CD = a, donde obtemos BC = a + b. 

2) Tracemos AP com AP = b, de modo que 
BÃP = 60º. Obtemos dessa forma o 
triângulo equilátero APB de lado b. 

3) Consideremos agora os triângulos PAD 
e ABC. Note que eles são congruentes 
pelo caso LAL. 

Logo: PD = AC = be APD = 100º. 

4) De PD = b concluímos que o APBD 
é isósceles. Neste triângulo PBD, 
como P = 160º, concluímos que D 
B =D = 40º. 

5) Finalmente, de ABP = 60º, DBP = 10º e 
CBA = 40º, concluímos que CBD = 10º. 
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ONA — Perpendicularidade 


192. 


193. 


198. 


199. 


À = 70º,B = 70) > 


1) AÉB = 65º 1) Prolongamos AB até cortar cD 
em E. 
2) ACB e DÊE são o.p.v. > 2) AAED: É = 55º 
= DOE = 65º 3) ABCE: x = 90º + 55º > 
3)x = 90º — DÊE > x = 25º = x = 145º 


AABH = HÃB = 30º 
AACH = HÃC = 70º 


=70º-x>x=20º 


1) Usando o resultado do exercício 194: 


x + $x = 180º =x = 108º 


3Ã+B+6=180º>6=36º 


Resposta: os ângulos medem 36º, 
12º e 72º. 
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201. a) 


(3 


M 
1) AM = MC > Ê =x 1)AM = MB>B = 50º + x 
2) AABC: x + 90º + 65º — 180º > 2) AABH: x + 5Oº + x — 90º > 
5 x= 25º > x = 20º 


2083. 


204. 1) AM é mediana > 
=> AM = MB > BÂM = 


2) BF é bissetriz > ABF = 


3) x é externo ao AABF > 


pl soe 
am 


205. 1) AAMS:M = 68º, AMC = 112º 
2) AM = MC > AAMC isósceles = 
= 6 = MÃC = 34º 
3) AABC: B = 56º 
Resposta: B = 56; É = 34º, 
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207. 1) APBC: b + c + 116º = 3) Usando o resultado do exercício 
= 180º => b + c = 64º 194, temos: : 
2) AABC: 2b + 2c + À = H,0H, = 128º => H,0C = 52º 
= 180º => À = 52º 
A 


á! 


<> 
fo NE EA ; 


208. 1) AABC:=90º+ B+4 É =180º=> A 
=> B + 6 = 90º 
2) AACH: HÃC = B 
3) AAMC é isósceles => MÃC = É 
4)x+B=0>x=60-8B 


Procedendo de modo análogo, obtemos: À 
5)x=B-C o 
Logo, 4),5) > x = |B — é]. 


209. Hipótese Tese 
tones | ansc é retângulo 
AM = BM = MC 
Demonstração 
1) AABM é isósceles = ABM = MÃB = q A 
2) AACM é isósceles > ACM = MAC = B 
3) AABC: 20 + 2B = 180º > a + B = 90º 
4)0 + B = 90º > À = 90º 
/N IN 
B 7 C 
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211. 


212. 


214. 


215. 


220. 


Hipótese Tese A 
AABC é isósceles 
BD: altura relativa a AC +=> BD = CE E é 
CE: altura relativa a AB 
Demonstração 
BC = CB (comum) " E es E 
ABC = AÊB (AABC isósceles) | = ABCE = ACBD = BD = CE 
CÊB = BDC (retos) 


A 
AM é lado comum 
AMB = AMC (AM é altura) | =LE» AAMC = AAMB=> 
BM = NC (AM é mediana) 
= AB = AC > AABC é isósceles g E ê 


Conforme a figura: 
1) AABC: 2b + 2e + 90º = 180º > 
=> b+c=a45º 


A 
2) AIBC: x + b + c = 180º > NE a 
>x= 135º Bá Fc 
A 


Hipótese Tese 

BE = CD AABC é isósceles 

Demonstração 

(BE = CD; BC comum) = Db AE 

=> ABCD = ACBE > CÊD = BÔE > DEN 

=> AABC é isósceles B c 
A 

1º parte: 

AAHB: h, < c 

Analogamente: h, < a; hç < b. c b 

Somando as desigualdades, temos: 

hathbh+th<a+b+e É n Ê 
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223. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


2º parte: 
AABH: c< ha +x 


2h, >b+c- 
Mie ea a Rs 


Analogamente:2h,> a +c-—b;2h>a+b-c. 


Somando as três últimas desigualdades: h, + hp + hç > 


Sendo M o ponto médio de 
DE e indicando AB = (, temos 
DM = EM = /. 

Note que também BM = /. 


Dessa forma concluímos que 
os triângulos ABM e BME 
são isósceles. Calculando os 
ângulos das bases, obtemos 
x= 36º. 


Tracemos SR tal que SR 1 BC. 


Temos: B 
(BS comum; SBR = SBA, R = À) >> 
=> ABSR = ABSA > R 
SAS=SR | q |>8<5 
ASRC > SR < SC 


1) Os ângulos da base devem 
medir 70º cada. 

Daí, EBD = 35º; EÔB = 
= 55º: BÊPC = 90º. 

2) Note que BP é bissetriz e 
altura. Assim, o ABCE é 
isósceles e então PC = PE. 

3) Note agora que DP é 
mediana e é altura no 
ACDE. Então, ACDE é 
isósceles e daí: 

DÊP = 15º. 
4) Do ADEP tiramos x = 75º. 
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ONA — Quadriláteros notáveis 


226. aPA=PB5>B=x 
100º + 120º + 3x + x = 360º > 
> x= 35º 


b) Traçamos BD. 
AABD e ABCD são isósceles = 
> ADB = 40º, CDB = 70º 
x+ 40º + 70º = 180º > x = 70º 


227. a) 


1) AP bissetriz =» BAP = 65º 
2) Indiquemos por 2y o ângulo B. 
3) BP é bissetriz > ABP — PBD — y 
4) AABP: x + 35º = y + 65º 
ABDC: x + 2y + 80º + 130º = 360º 


=x = TOS 


an 


1) Marquemos os ângulos congruentes determinados pelas bissetri- 
zes AP e BP. 

2) APAB: a + b = 180º — x 
ABCD: 2(a + b) + x + 100º = 360º 


B 


hs = 100º 
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229. De acordo com a figura, temos: 
AABP: a + b = 180º — x 
AQCD: c + d = 180º — y 
ABCD: 2(a + b) + 2(c + d) = 360º > 
> 2(180º — x) + 2(180º — y) = 360º = 
> x +y = 180º 


231. 


1º parte 

Trapézio ABCD: 2d + 110º = 180º > d = 35º 

APCD: c+ d+ (x— 15º) = 180º > c + 35º + x— 15º = 180º > 
= c+x=160º(1) 

Trapézio ABCD: 2c + x = 180º (2) 

(1) e (2) > x = 140º 


22 parte 
c + x = 160º >c + 140º = 160º > c = 20º = BÊD = 40º 


235. AD = 20 cm, BQ = 12 em > 
> CQ = 8em 
Se BQ = BP = 12 cm, então 
ABPQ é isósceles, P = BÔP e 
BÔP = CÔD (o.p.v.). 
Como AP // CD, temos 
APQ = CDQ (alternos internos) > 
= ACQD é isósceles Cc 
> CQ = CD=8cm. 
Logo, o perímetro do paralelo- 
gramo ABCD vale 56 cm. 


244. Sejam a e b os ângulos consecutivos. Temos: 
a + b = 180º 
2(a + b) > (a = 110º,b = 70º). 
a-—-b= = 


Resposta: os ângulos medem 110º, 70º, 110º e 70º. 
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245. 


247. 


251. 


252. 


Hipótese . Tese D Cc 
ABCD é paralelogramo = APB — 90º 
AP e BP são bissetrizes 


Demonstração 


ABCD é paralelogramo = 

> 2a + 2b = 180º > 

=> a+b=o90º 

APAB: a + b + APB = 180º > b dl 
= APB = 90º atm Yp 


ABCD é losango = as diagonais 
são perpendiculares 

a 1 
Seja PAB = 3: 90º = 30º. 
Então, temos: no AABP, ABP = 60º. 
Como as diagonais do losango são 
também bissetrizes, os ângulos do 
losango são: 60º, 120º, 60º, 120º. 


Os ângulos a que se refere o enunciado são adjacentes a uma 
mesma base, senão sua soma seria 180º. Sejam x e y os ângulos. 
Temos: 


E +y = 78º 
x—y=4º 
O maior ângulo do trapézio é o suplementar de y, que é 180º — 37º = 
= 143º. 

Resposta: 143º. 

Seja ABCD o trapézio, com É = 80º e D = 60º. Daí, À = 120º e B = 100º. 
1º) 2º) 3º) 


> (x=41º,y=37º) 


Ângulos formados Ângulos formados Ângulos formados 

pelas bissetrizes de pelas bissetrizes de pelas bissetrizes de 

Ã e B: de led: Beê: 

AABP > ACDQ > ABCR > 

550º +60º+x= 540º+30º+y= 550º+40º+2z= 

= 180º > x = 70º = 180º > y = 110º = 180º >z=90º 
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Ângulos formados Ângulos formados Ângulos formados 
pelas bissetrizes de pelas bissetrizes de pelas bissetrizes de 
Ãeb: Ãeé: Beb: 

AADS > Quadrilátero ABCT: Quadrilátero BADM: 


=> 60º + 30º + w = 60º+100º+40º+t= 50º+120º+30º+m = 
= 180º > w = 90º = 360º =>t= 160º = 360º->m= 160º 


254. a)1)PÃB = 60º, BÃD = 90º > PÃD = 30º | E 
2) PA = AD = AAPD é isósceles di cio 
D C 
[7 
A B 
b) 1) PÃB = 60º, BÃD = 90º > PÃD = eo E do 
2) PA = AD => AAPD é isósceles > ADP = 15 
D A 
ao À 
ea 
255. b) 
EE 2y — 1 
3x+1 É amd y= 19 
2y-7 3x +1 , 2 
Ja 
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256. 


259. 


262. 


263. 


. o 14 A 
DE é base média = DE = 2 5 7 
. ni = 9 11 
EF é base média = EF = = 4,5 D E 
DF é base média => DF = = = 5,5 
B Cc 
14 F 


Perímetro ADEF = 7 + 4,54 5,5 = 17 


1º parte 
M, N, P, Q são pontos médios de 


22 parte: 

M, N, P, Q são pontos médios de 
AD, AB, BC, CD; 

MNPQ é retângulo 

AABC = AC // NP |- 

AABD => BD // MN 


= AÔB = MNP > AC | BD 


Sejam B a base maior e b a base menor. Temos: 
B+b 
E 20 
> (B = 24 cm; b = 16 cm) 


20 
AABG — PR = É» pR = É > PR = 10 cm 


ABCD — RQ = 2 > RQ = E >» RQ = 6 cm 
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RS é base média do trapézio 
20 + 12 


>R8-DÍ > R$ = 16€m 
ii 
x=*5 , 
= 10;y= 13 
5 
E f 10 *X 
16-12 57-19 to 
E fa * 
d) AACD = MP = 5 
ABCD > NQ = 5 
MN=S+y+1+55X-29+5=29+1 
Xx—y = 
yti="5"5x-3y=2 


? 


To 


A x 


265. Note que no ABCE da figura o pb b Cc 
ângulo É mede 45º. Logo, o ABCE T [1 
é isósceles e então BE = h. Como 
AE = b, temos BE = B — b. 
Portanto, h = B — b. 
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266. Seja ABCD o trapézio, com É = 


= 30º. 
Tracemos BF, BF L CD, BF = 
=2h. 
ABCE = B = 60º = 
ACEF = F = 60º 
= ABCF é equilátero de lado 2h ape 
Portanto, h = E h, .5 
2 160º 27 
DV 
Er 
267. Seja o paralelogramo ABCD, á E D 
ao lado. Sejam AF e CE as bis- Na NV 
setrizes dos ângulos obtusos. 
AD // BC Ea 
DÊC = BCE (alternos) [> EG = 
DEC = a NE RE 
a AV 
EÃF = à |=3F DE B Fc 
268. Da figura podemos concluir que: 


4a + 4b = 360º > a + b = 90º 
Quadrilátero BFOG = 

=> FÔG=a+b=90º(1) 
AAOB é isósceles RE = OÊE — 
ds Db ROS |=0ãr OBF — b 
ABOF > É = 90º (2) 
(1), (2) > EG // AB 
Analogamente, FH // AD. 


269. Seja BÃC = a. 
BÃC, ACD alternos internos = ACD=a 
AABC é isósceles de base AC => BÔA = a 
= AC é bissetriz do ângulo É 
Analogamente, BD é bissetriz de D. 


270. Seja o paralelogramo ABCD. 
AD = BC (lados opostos) | 
DAC = BCA (alternos) —s 
AQD = BPC (por construção) 
= AAQD = ACPB => BP = DQ 
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271. Inicialmente observemos que 
P é ponto médio de AC e Q é 
ponto médio de AB. 

AQ = BQ =AP=PC=/ 
- 


MQ é base média > MQ = / 
MP é base média > MP = / 
= APMQ é losango 


272. Seja ABCD o quadrilátero com 
À = ê = 90º, BE bissetriz de 
B, DF bissetriz de D. 
Temos: 
ACDF > d + x = 90º 
ABCD > 2b + 2d = 180º 
b e x são correspondentes = 
= BE//DF 


A 


fade 


(o) 
A> 


273. Unimos E com M, ponto médio de BC. Temos: 
CME = BMG (o.p.v.) 
CM = BM 214, ACEM = ABGM > (EM = MG, EC = BG) 


Ep 
= 
D 
er 
O 
E) 


(EM = MG, AG = AE, AM comum) => AAME = AAMG => GÂM=EÂM=A 


9 | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


OMNI — Pontos notáveis do triângulo 


— M 
278. Tracemos a diagonal BD. SNPA 
ABCD é paralelogramo > BQ = DO |. LM | 
M é ponto médio de AB > AM = MB 


> P é baricentro do AABD = 
DP 


DE aa ia 
DX = 5) DX= 5) DX= 


279. 1)DHEeBÁCsãoo.p.v. => DHE = 150º A 
2) Quadrilátero ADHE > À = 30º 


282. Temos duas possibilidades: 
1º) 


APN = 50º > PÂN = 40º = À = 80º NÊQ = 30º NÊPR = 
. : = 130º > À = 50º 
Então, B = €C = 50º. Então, B= C = 65º. 
aca y+2=2x 
283. a) P é baricentro = = e 
) Do 6 4, 6) 


LEA, 
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b)Tracemos a diagonal BD. Seja 
BD n AC = (M). 
Note que G é baricentro do ABCD. 


A diagonal AC mede 8 + x. Daí, A 
8 +x 
AM = MC = —5—. 
MG = MC go =5* x> 
MG = 22 * 
o 
D Cc 


G é baricentro do ABCD = 
5 GC-2:-MG>5x=8-x>5> 
>x=4 


Quadrilátero ADOE => DÕE = 110º 
Quadrilátero CEOF => EÔF = 130º 
Quadrilátero BDOF > DÔF = 120º 
A razão entre os dois maiores ângu- 
los formados pelas alturas vale: 
130º 13 120º 12 


120º * 12 0U 730º 


B 


43 


PQ é base média do AABC > AP = 
=PC=15cm. 

AABC é retângulo 

BP é mediana relativa j- 
hipotenusa 

=> BP = 15 cm 

O é baricentro do AABC = 
5 PO -5cem. 


Tracemos a diagonal AC, que inter- 
cepta BD em Q. Temos: 


AQ = CQ ER as 
DM = MC t=r é baricentro do AACD 


2 
AM =AB=155AP=35:155 
= AP = 10 
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290. RS/BO = (Ros = QBC (alternos) 
SQC = QCB (alternos) 
ARBQ é isósceles a RQ = RB 
ASCQ é isósceles QS = SC 
Temos: 
Perímetro do AARS = 
= (AR + RQ) + (QS + AS) = 
= (AR + RB) + (SC + AS) = 
= 15 + 18 = 33 em 


291. Para facilitar, sejam 
A=2a,B=2bel = 2. 
AABC > 2a + 2b + 2e = 180º > 
=5Sa+b+c=o90º 


Daí: 
a+b=90º — c 
a+c=90º-b 


b+c=90º-—- a 
AAOB > AÔB = 180º 
= AÔB = 180º — (90º 
= AÔB = 90º + c> 


= AÓB = 90º + É 


Analogamente, AÔC = 90º + Ss BÔC = 90º + 


oo — Polígonos 


293. e) AB // ED > À+ É = 180º 
ABCDE é pentágono = 
>Â+B+C+D+Ê=540º> 
> (ÀA+B)+B+6+D=540º> 
= 180º +(x+20º)+90º +(x+10º%)= 
= 540º x = 120º 


294. a) Quadrilátero ABCD: 
ÀÂ+B+0+D =360º> A 
=> 90º + 110º + 90º + 
+ 180º — x = 360º > 
> x = 110º 


NI» 
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b) Quadrilátero ABCP: 
Xx+ 15º + B+ 65º + 
+ 180º — X = 360º > 
= B = 100º 
Pentágono ABCDE: 
ÀÂÃ+B+0+D+Ê=540º> 
=> 2x + 30º + 100º + 130º + 
+ 90º + 85º = 540º > 
= x = 52º30' 


c) Análogo ao item b. 


d) Sejam À = 2y e D = 2z. Temos o 
que segue: 
Pentágono ABCDP = 
= y+ 90º + 160º + z+ 135º = 
= 540º>y+2z= 155º 
Hexágono ABCDEF = 


5 2y + 90º + 160º + 22 + x + 
+ 40º + x = 720º > 

5 2(y +27) + 2x + 290º = 720º > F 
= x= 60º 


297. a) Note que o ABPC é isósceles, 
pois BP = BC. 
O ângulo interno a; do pentágono 
540º 
mede a; = 5 o 108º. 
ABP = 60º > PBC = 48º > 
=x = 66º 


b) AABP é equilátero > BÂP = 60º 
É = 108º 
AADE é isósceles 
DÃE + BÂP + x = 108º > 
=> 96º + x = 108º 5x = 12º 


|= DÃE = 36º 
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298. a) BÃF = 90º > FÃE = 18º 
AABE é isósceles > AÉB = 36º 
x é externo ao AABE > x = 36º + 18º 5 x = 54º 
GÃF = 45º,x = 54º > EHA = 81º = GÁB 
ACBD é isósceles = CÊD = 36º 
EBA = AÊÉB = 36º 
y+ DBE + GÁB = 180º > y + 36º + 81º = 180º > y = 63º 


|= BE = 36º 


b) AF = AG > AAFG é isósceles a o Dea 
BÃG = 90º = FÃG = 30º |-afa Ro rt 
Note que FGA = 75º, AÊI = 90º e, então: HBI = 15º. 
Analogamente, JÍG = 15º. 

AGU > x=15º+15º>x=30º 


311. De cada vértice partem n — 3 diagonais. Logo, n — 3 = 25 e, então, 
n=28. 
Resposta: o polígono possui 28 lados. 
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Seja 2x o ângulo interno. 
Quadrilátero ABCP = 


o x+MAX+É DA 360º 5 


5>x=81º>a = 162º > 
> a, = 18º > 

360º 
= 


= 18º > n = 20 


n=20>a= 162º >a, = 18º 
APBC > P = 180º — 18º — 18º > 
= P = 144º 


Observando o quadrilátero MBNP, 
temos: 

B = 156º > a= 156º > 
5a— 24º > 


e e00 apos e dE 
e mn-—3) 
d = 3 5 
q = 1845 — 3) d = 90 
2 
Sendo d = no temos: 
Ea tntgs= = +3)- 
RR 3)-(n+3 ED ca A qd nl 3) sem 
2 2 2 
+ 3 — 3 
Cm MS nsnn+y-n-g]=42> 
> 6n=42>n=7 
= n(n>3) Tia) = 
da + > => d=14 
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324. 


328. 


331. 


Quadrilátero ABCD: 
À = 180º — (a +) 
B = 180º — (c+d) 


é = 180º — (e +11) 
D = 120º 
>A+B+t+D=36005> V 
> 180º — (a + b) + 

+ 180º — (c+ d) + 

+ 180º — (e + f) + 120º = 

= 360º > 
5Ssat+b+c+d+e+f= 300º 


á 


D 180º — (e + f) 


n=nn=n+1;n=n+2 
=" +1)(n+ 1-3 +2)K(n+2 —-3 
n(n Dm Xn Dn Xn | =oães 
2 2 2 
>n2-n-20=0>n=-4 (nãoserve)oun=5 


O polígono com maior número de lados é o que tem mais diagonais. 
Logo,n;=5+25n,=7. 


(n+1-2)-180º (n-2)-180º 


n+1 n Brisa 
(n=41)-480º (n=2)-180º 
n+1 n 
= n(n-1)-180º-(n+ 1)n-2)-180º=5º:nn+)S 
>n2+n-72=05(n=-9oun=8)>n=8 


ode — Circunferência e círculo 


342. 


343. 


(RR TOR SR BO)R RB 

Somando (1), (2) e (3) temos R, + R; + Ro — 9. (4) 

Fazendo (4) — (1), vem Rç — 2; (4) — (2) vem R, — 4; e (4) — (3) vem 
RS 


a) 
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PA = PQ > APAQ é isósceles 

PB = PQ > APBQ é isósceles | quadrilátero APBQ = 

APB = 80º 

> 2a + 2b = 280º > a + b = 140º 
AOB=a+b 


[nos = 140º 


b) Traçamos a reta t, tangente comum 
pelo ponto Q. Prolongamos BP até 
interceptar a reta tem R. 


Note que t N AP = (S). 

SA = SQ > ASAQ é isósceles 
RQ = RB > ARQB é isósceles ; quadrilátero APBQ = 
APB = 100º 

> 2a +2b - 260º >a + b = 130º 


Pa |-a08 = 130 


R-r<d<RA+r 

d = 20 ecm;r= 11cm 

R é múltiplo do 
> 

9<R<31 


> 
> (R=12cm ouR = 18cmou N 


R=24cmouR = 30 em) 


f=R-11<20<R+1159<R<31 


Sejam R,, Rg € Rc OS raios das circunferências de centros A, Be C, 
respectivamente. Temos: 

Rot Ro 1248) 

Re= RAT (2) 

Re Rg = 1303) 

(D)+(39)>2:R —(R6+Rj])=30>2R —12=30> 
5R-21m5R,6-4m5R,-8m 

Resposta: R|, — 4m,R, - 8m, Rç — 21. 
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355. 


359, 


361. 


364. 


Seja AP = x. Então, PB = 7 — x = BQ. 


C 
BQ=7-—x o o = R 
BC = 6 fRec=x-1=cR E 
ls fpaR=9-* 
AC =8 1=X 
Mas: AR =AP>59 -x=x> 
>x=4,5 é Z=x p x Ê 
Temosa+b+c=-2p> 
>5>b+c=2p-a(i) 
Seja AP =x=> AO =x> po x A 
5 0B=c-x>BR=C-x>5 cx 
5RC=a+tx-c> x 
> CP-=-a+x-—c 
Como CP + AP = b, temos á 
a+tx—-ctx=b> da ai 
>2x=b+c-—a A 
Utilizando (1), segue que 
2x=2p-a-a>sx=p-a Cc 


Note que RA = RC, que SB = SC e 
que PA = PB. 

Temos: 

perímetro APRS = 

= (PR + RC) + (SC + PS) = 
= (PR+ RA)+ (SB+ PS) = 

= PA + PB = 10 + 10 = 20 em 


Temos BC = 26 cm (Pitágoras). 
De acordo com a figura: 

(10 —- N)+(24 — rn) =26 > 
> r=4cem 
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366. 


367. 


370. 


371. 


372. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


De acordo com as medidas indi- 
cadas na figura: 
(c-)+(b-)=as 
b+c-—a 


>= 2 


a=(b-n)+(c-)>5a=b+c-—2r e 
a+b+c=2p>b+c=2p-a 
>5Sa=2p-a-Zr5a=po>—r 


Observe que a altura do trapézio A 
(AB) tem medida igual a 2r. 

ABCD é circunscrito 

> AB + CD = AD + BC 2r 
Então: 

2r+ 13 =10+155r-6 


Sejam a e b dois lados opostos e c e d os outros dois lados opostos. 


Temos: 


a-b=8(1);c-d=4(2))a+b=c+d(3a+rb+ce+d=56(4) 


Substituindo (3) em (4): 
a+tb+a+b=-56>5a+b=28(5) 
(5) e (1) > (a = 18 cm, b = 10 em) 
3)>c+d=a+b>c+d=28(6) 
(6) e (2) > (c = 16 em, d = 12 em) 


BC =4 

perímetro AABC — 10 
DP - x> DQ = x 
EQ =y> ER =y 
BR =-z> (BS =z,SC=-4 — z=cCP) 


f-as +AC=6(1) 
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374. 


375. 


376. 


(1) > AB+ AC = 6> 

= AE + ER + RB + AD + 
+ DP+ PC = 6> 

5 AE +y+zZz+AD+ 
+x+4 -2=6>5 

= AE+y+AD+x= 
= 2 em, em que 
AE +y+AD+xéo 
perímetro do AADE 


D W sz € 


Hipótese: ABCD é paralelogramo circunscrito 
Tese: ABCD é losango 


Demonstração 

Basta mostrar que AB = BC. 

ABCD é paralelogramo = =CD=xty=z+w(l) 
AD=BC>x+w=y+z(2) 

Somando membro a membro (1) e (2), obtemos: 

2Xx+ty+W=2Z+y+WS5X=2Z 

Então: 

AB=x+y=z+y=BC>AB = BC =CD=aAD> ABCD é losango. 


Sendo O o centro, AB o diâmetro 

e CD uma corda qualquer que não 

passa pelo centro, considerando o VA D 
triângulo COD, vem: SR | 
CD<OC+ODSCD<R+RS NA 
> CD< 2R> CD<AB 


Sejam AB e CD as cordas tais que 


A 
MO = NO, em que M é ponto médio BN 
de AB, N é ponto médio de CDe O é 
o centro da circunferência. ( 
Temos: C Vá 
MO = NO (hipótese) D 


OB = OD (raios) = AMBO = ANDO => MB = ND > AB = CD 
AMBO, ANDO retângulos 


(90) 
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Eta — Ângulos na circunferência 


382. 


384. 


385. 


386. 


388. 


c) CDA = 180º —- x > 
= ÁBC = 2. (180º — x) 
ABC = 150º — ÁDC = 300º 
ÁBC + ÁDC = 360º > 
=> 2(180º — x) + 300º = 360º > 
=> x= 150º 


a) ADC = 100º 
OA = OC (raios) > AAOC é isósceles 
(OB L AC; AAOC isósceles) > 
= OB é também bissetriz > 
= AÔB = BÔC = 50º 
OB = OC (raios) > ABOC isósceles 

BÔC = 50º 


AÔD = 115º => ÀD = 115º 


— ÁDC — AD+DO 
Xx= > dA > 


115º + 105º 
x=>—>—> — > x= 110º A 


CFD + ÁEB 
= > 
2 
=,70º = ÁEB + 50º + ÁEB 
2 
> ÁEB = 45º 


CFD = ÁEB + 50º > GFD = 95º 
b) ABC = 40º > CD = 80º 


ADP = 120º = PÔB = 60º => 
= BE = 120º 


BE — CD 
E 
120º — 80º 
GRANT cof 
> x = 20º 
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Se EA 


rara ás 
ps 


BM Hc 
E: 
o, 
| Né 


DANx 


AS 180º —x 


A 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


389. 


391. 


3983. 


395. 


—0— 


pan 
> AVB= 310º — 50º 
2 
= AVB = 130º 
ARVS > (8 = 40º;V = 130) > 
=> x = 10º /| 
| 


R 


BÔC = 160º. Prolongamos CO até 
interceptar a circunferência em D. 
Temos, então, BÔD = 20º. 

BÔD = 20º > DB = 20º 

Unindo O e Ae usando o fato de OBA = 
= 60º, obtemos AAOB isósceles. 
Daí, AÔB = 60º e ÀB = 60º. 


Então: 
“AB+BD 
E 
60º + 20º 
5 ]q=———— 5 q = 40º 


2 


Unimos o ponto A com o ponto C. 
Note que ACB = 90º. 

Unimos C com Q e Q com D. Temos: 
(CD =-R,CQ =R,QD-=-R)> 

=> ACQD é equilátero. 

Então: 

CD = 60º > CÂD = 30º 

(AACK, C = 90º) > q = 60º 


a) AAOD é isósceles = 
=» (OÂD = y, AÔD = 180º — 2y) 
AÔD = AD => 180º — 2y = 120º > 
> y = 30º 
AABC é retângulo em B, então: 
x + 5 = 90º > 
> x+ 15º = 90º > x = 75º 
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397. 


398. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


b) ABCDE é pentágono regular. Então 


ÁB = BC = CD = DE = ÂE = 72º 

Daí: E 
AB + DE 

Xx=—5— 5 

sy +02 = 79 A 


2 


9) 


Unimos o centro O com o ponto C e 


D 
c 
B 
com o ponto A: D 
OB L AC => M é ponto médio de AC. 
AOMA = AOMC (LAL) > 
=S=AÔB = BÔC = 60º 
AÔB = 60º => ÁFB = 60º e sui E 
AFB = 60º > ABC = 120º > Na Ds 
605 (AM 
A 


= ADC = 60º 


Consideremos o triângulo PQR da 
figura. 


— 


Seja QR = x. Calculemos x: 


0.000 — 


ÓPR — OR 


80 o 
= 80º = 380 a 
=> x = 100º 


Analogamente, y = 140º ez = 120º. 
Daí: 


X 5 o 
P-5=P-50 À 
0=5=0=70º VE toy) 
B R Cc 

o Z A é 

-5=R-60 


ÁB, BC e AC serem proporcionais a 2,9 e 7 quer dizer que ÁB, BC e 
AC são da forma 2k, 9k, 7Kk. 
Então: 
2k + 9k + 7k = 360º >» k = 20º > 
= AB = 40º; BC 180º; ÀC = 140º 
Daí: — ps 
o AC o 
u=5 >0=2006=5 >B=170 


2 
A razão entre q. e B é FÃ 
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401. BQC=x=>BC=360º-x 
o 360º — x — x 

28º = DD — > 
= x = 152º > BÔC = 152º 
ABOP = AQOP (caso espe- 
cial) > BÔP = QÔP = a 
ACOR = AQOR (caso espe- 
cial) => CÔR = QÔR = b 


Temos: 

2a + 2b = 152º 5a + b= 

= 76º 

Como PÔR = a + b, temos 

PÔR = 76º. 

Rea = sue , ; — 360º 
402. AM é lado do triângulo equilátero inscrito > AM = 

BN é lado do quadrado inscrito > BN = 


— 


(AM = 120º, AMB = 180º) > 


60º, NB = 90º) > 
= NBM = 150º > NAM = 210º 


210º — 150º 
=> ——— 5 q=30º 120º 


404. A 


Ss APhE 240 5 120 


= APB = 60º 


405. ajBÃC=35º5BC=70º> 
= CD = 110º 
Es dO 76 


= CÊPD = 20º > x = 160º 


= ÂM = 120º 


=> BN = 90º 
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407. 


409. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


b) EGF = 160º => BÃC = O => BÃC = 20º 
BÃC = 20º => BC = 40º 
AD + BC AD + 40º 
= 10=——s -=AD= 100º 


AD = 100º > x = 80º 


Hipótese Tese 
rs = m(ÃB) = m(CD) 

Demonstração 

AêB = ADB = q (pois subtendem 

o mesmo arco AB) 

Analogamente, CAD = CBD = B. 

AÉB, CBD são alternos > 

> ACB = CBD> q =p 

a = B> m(ÃB) = m(CD) 


Sendo a hipotenusa igual ao 
diâmetro (2R) da circunferência 
circunscrita e CPOR um quadrado, 
temos: 

BR=BS=a-r 
AP=AS=b-r 
>5AB=a+b-2r> 
5a+t+b-2r=2R>5 
>5a+b=2RA+r) 
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412. 


1) ABH, = ACH,, pois 2)A circunferência de 3) Analogamente ao 


possuem lados diâmetro AB passa passo 2), temos 
respectivamente por H, e H,, pois ACH, = AÁH,, 
perpendiculares. AR,B = AH,B = 90º. pois subtendem o 
Então, ABH, =AÁ,H,, mesmo arco AH, 
pois subtendem o na circunferência 
mesmo arco AH, de diâmetro AC. 
na circunferência de 
diâmetro AB. 


De 1), 2) e 3) concluímos que: AH, é bissetriz do ângulo HA, Ho. 
Procedendo de modo análogo aos passos 1), 2) e 3), teremos 
H,H,4€ = CH,H, e H,H,B = BH,H, e, portanto, o ponto H é incentro 
do AH,H,Hs. 
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end AN — Teorema de Tales 


419. 


424. 


AT" // AC |=acom é paralelogramo > 
AM // TO 

= A'C' = AC = 30 em. Dal: 
X 2 

[= 5*+1=30)> 


> (x = 12 cm,y = 18 cm) 


AB, BC e CD são proporcionais a 2,3 e 4, isto é, AB, BC e CD são da 
forma 2k, 3k e 4k, respectivamente. Temos: 


AB” 2 a DA NE OK 

AB AE 2k 3k 9 

EC ERR Ea 
9 


BC EF 3% 2. 


CD Grau pa O sk 
K 9 M 9 q 18 
AB 57 2k 57 AO 
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2) Analogamente, encontramos: 
27 36 


J1= Ss IH = x 
27 81 54 
KL =, LM = ok e MN = SK 


3) AD + AG + HK + KN = 1805 
9 36 27 18 27 81 54. 
[ars tata e DADA DA Dao Dee 


20 
= 180 5 k = EA 
20 90 162 80 
4) k = a = em, LM = em, CD = cm) 
427. Hipótese Tese 
e as DEDO 
DB EC” 
Demonstração 
Tomemos E' em AC, DE' // BC. 
Temos: 
AD AE 
DB ECT 
AD + DB AE+EC 
“CD E + 
AB AC 
> pe - Ec ld) 
Teorema de Tales = 
AB AC 
DB EG (2 


(De()>EC=ECS5E=E=DE/B 


Teorema das bissetrizes 


434. a) perímetro AABC = 75m 
BS = 10 m, AC = 30m 
Sejam AB = x, SC = y. Temos: 


jose + SC = 35m 


10 - y xy = 300 x=20mey=15m 
* 0 = 34 ou > 
x+y=35 x+y=35 x=15mey=20m 


= (AB = 15 m ou AB = 20 Mm) 
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b) Sejam AB = xe AC = y. Temos: 


perímetro AABC = 23 > x +y = 13 


8 = 
AP é bissetriz externa > — = — |- e aa 


437. Sejam CP = x,AB = y, AC = z. 
Temos: 


Teo. biss. nREsed os RS 
2 Pá) 
see, y FS 
4 Z io 

Teo. biss. ext. =» TH = 5, B E so E ya P 

14 + 
TSM >x=42m 

x By 

4 
438. Temos duas possibilidades: 

45) IN o A 

18 cm 18 cm 

B 9cm 16cm C B 16cm 9cem C 
9 | 16 = 16 9 e 
qo Ro des 18 aço Ag m 

439. Note que BC = 40 m. A 
Perímetro AABC = 100 m => 
= AB+ AC- 60m>5 
5 c+b=60 
c b 
c+b=60 
cb i5(c=24eb=36) 
16 24 
B 16m 24m C 
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441. 


443. 


444. 


: E x. 20 —x 
Teo. biss. int. > a 


> x= 12 em 
O+y y 


3x 2x 


> y=40cm B x 20 -x € S 


2 
Teo. biss. ext. > 


20 +Yy  y. 
36 24 


O centro do círculo é o incentro do 
AABC. A 
Sejam E, F, G os pontos de tangên- ES 
cia da circunferência com os lados 3 VA 


q 

BC, AB e AC, respectivamente. F av 
AA 

Eu 


Temos: 

AF= AG =3;CG=CE=x; A 

BE — BF = 6 B ES c 
(BD -7;BE-6)5>5DE-15 6 1 x=1 

5 CD-=-x—1 x 


O centro do círculo inscrito é incentro 
do AABC, donde tiramos AD bissetriz 


de À. 

Então: 

BD CD 7 x—-1 
DB ACTO gra” 
=> x=15 

BC = 5cm = 
Perímetro AABC = 15 cm 


= AB + AC = 10 cm (1) 


a 3.2 
Teo. biss. int. > AB É AC (2) 
(1) e (2) > (AB = 6 cm, AC = 4 cm) 
no BS CS À 
Teo. biss. int. > AB AC E dr 5 
B 3 2º:C S 
+ 
sa ce e uid 10 em 
6 4 
Fundamentos de Matemática Elementar | 9 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


aan MD AI — Semelhança de triângulos e potência de ponto 
Semelhança de triângulos 


454. 2p = 8,4 + 15,6 + 18=> 2p = 42 cm 


.2p 42 6 
Ea o a É E 
Seja / o maior lado do segundo triângulo. Temos: 
18 18 6 
ris >, =592t=15em 
DE / BO A 
458. DE // BC => AABC — AADE = PRA 
a CR ao x 
AD AE DE ” E 
x+5 y+7T 48 D DE 
* O Cp o sm 7m 
> (x = 10m,y = 14m) 
B 18m c 


Casos ou critérios de semelhança 


460. aa=p [ago — ADEC > 


ACB = BÔE 
AB AC BC 
“DEDO EG 
8 x 6 
32 


bD)a =p 

AB = DÊE [= sapo — AEDC > 
AB AC BC 
ED EC DC 
6 x+8 y+2 

TA y 8 > 
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461. a) BÃC = CBD 
AêB = BÊD a 
= AABC — ABDC = 
AB AC BC 
BD BE DO” 
5 9 «x 
Yo x Eis 
o - 10 
=[t=61=5) 
b) BÂC = CBD | 
ACB = BCD (comum) 
= AABC — ABDC = 
AB AC BC 
“BD BO DO” 
x y+4 6 
25" 6 “47 
15 


462. a)r/s => AABC — AADE = 


atos 
DE nh 
21 8+x 
0 a “40 


b) Análogo ao item a. 


464. ajAB//DE = BÂC = DÊC (alternos) 
AÉB = EÊD (o.p.v.) 


fone — AEDC 


b) Da semelhança do item a, temos: A 5 B 
DO a EO qua 
DE CD 710 CD” Ny 
> CD=14 E 
D 10 E 
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467. 


468. 


469. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


SÃR = BÃC (comum) 
SR AS x 5 

BC AB”8 10 a 

>x=4 


ASR = ABC (iguais a q) [asa — ABAC 5 A 
S 


ACE = ADB (dado) 
CÃE = DÃB (comum) fame ADE 
AC AE 11 5 


AD AB x+5 8” 
63 


>x= —— em 
5 


a) BÂC = CDE (retos) | b) BÂC = CÊD | 
AêB = DÊE (comum) ACB = DÊB 
= AABC — ADEC > => AABC — ABDC => 
AB AC 
> DE = DC > 
8 45 8 
E pers a 


A 
E 75 
o 
c 
FA 
B D = 
[—>—>—>—»——— 


17 


CDE = ABC (retos) | A 
DCE = ACB (comum) 
= ADCE — ABCA > 

DE CD O 
> AB = BC > 


Zo 


45 
ES A os 
15 20 —4 a Cc 
FT 
20 
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470. 


471. 


472. 


474. 


475. 


ABC = CDE (retos) | 
AêB = CÊD (correspondentes) 
= AABC — ACDE > 


ABC = CDE (retos) | 
AêB = CÊD (correspondentes) 
= AABC — ACDE > 


2p = 4x > 2p = 16 


Seja x o lado do quadrado. Temos: 
CÊD = CÂB (retos) 

CDE = DBF (correspondentes) | 
= ACDE — ADBF > 


DE CE 
“BE DE 
x 4-—x 12 
nC-Eri x CE mr 
ABCD trapézio > AB/CD> E 
= AEAB — AECD = e 
EF AB | RA 
“EG CD + IG h+ 10 cm 
ÃO DO ur detmes ma N 
h 30 E B 


=> (EG = 15 cm, EF = 25 cm) 


DE // BC => AADE — AABC > 


DE AF 
BC AG 
b 12 
=p ao am 
3 
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478. 


480. 


AB AC 
AE AD et, AABC — AAED > 
BAC (comum) 

AB BC 25 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


Note que y é base média do trapézio. 
Daí: 

—. 4+16 
2 
Tracemos BJ, com BJ L KI. Temos: 

ED =FG=JK=4. 
Então obtemos: CD =x — 4e 


> y = 10 


GH = 6. 

CD //GH > ABCD — ABHG > 
cD BD 

“DE BG 

x— 4 3 

>" 6 a 4 6 


(AC = 17,EC = 4) > AE = 13 

AÊB e EDC possuem lados respecti- 
vamente perpendiculares. Daí: 

AÉB = EDC 

ABC = DÊC Ea 

= AABC — ACED > 


AB AC BC 
CEC ED” 
8 47 415 
>= == 
4 y x 

= 15 -5) 
é 


Sejam ABC = b, AÉB = c. Então: 
AABC > b + c = 90º A 
ABGD > b + B6D = 90º => B&D = c 

ACFE > c+CFE=90º>CFE=b | 


BD GD 
> ABGD — AFCE > TE = EO 
8 
Ss 2 sx=4m B 
x 2 


Logo, o perímetro do quadrado é 
igual a 16 em. 


X 
“ME Enio 42420 
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481. 


482. 


483. 


484. 


485. 


BÃC = BÊD 

ABC (comum) | 

= AABC — ACBD > 
AB BC 

> CB — BD > 
x+4 40 


= —— = B 10 Cc 
TO Rbd 21 


> 


BÃC = ABD (retos) | 
APC = BÊPD 
=> AAPC — ABPD > D 


o=% 7 “4 A E Pp 25-xB 


Unimos os pontos Ce E. 6 5 
AE é diâmetro => AÔE = 90º (1) A 
ABD e AÉC subtendem o mesmo BL E 


arco AC => ABD = AÊC (2) 
(1) e (2) > AABD — AAEC > 
6 


h 
> 307 192h=2em E 


Tracemos o diâmetro BP e unamos 
P coma. 
APB = AÊB (subtendem o arco AB), 
BAP = AHC (retos) 
= AAPB — AHCA > 
AB 


PB 
HA” CA” 

4 PR 
+= RSA 


Pelo ponto A tracemos MN, com 

MN // CD. 

O,ÂM = O,ÂN ps 

O,MA = O,NA (retos) 

= AO,MA — AO,NA = 
OA OM 


DA” ON 
[Rs 
ro h-r “— R+r 
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ABO = ADO = CDO 

= ABGO = ABEO > 

=> BG=DE=2m 

DE=2m>AG=x-2 

DE // AG > AFAG — AFDE > 
FA AG 

ED DE” 
x+4 x—2 

4.2 


> x=8m 


Tracemos a bissetriz interna AS. 
Temos o que segue: 


AêS = SÃC=y> 

=> AACS isósceles = AS = SC = k 

(BC=xSC=W=>BS=x-k  6m is 

ASB é externo ao AACS => ASB = 

=2y B Peuê 
S k 


Bom ao = SABS ihtnio A 
ASB = BÃC 


6 k x-k bk=60(1) 
10x — 10k = 6k (2) 


x" 410 6 


(2) = 10x = 16k > k= = (3) 


(3) em (=x 2x=60>x= 46 m 


Unimos A e B com Q. Temos o que p 
segue: o 
QÂH = PBQ (subtendem QB) | ai 
QHA = QSB (retos) 
= AQAH — AQBS > 
5 SH = ae 5 
QS QB 
x QA 
A 0B (1) 
QBA = RÃQ (subtendem AQ) | 
QHB = QRA (retos) 
= AQHB — AQRA > 
QH QB 


OR QA 
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x. QB 4 QA 
> 4" 04ºx" 022 
x 4 
De()=>5-,>2x=6 
= ARC-AQB «ARC AQ «ARCO 
a hs sabe e beca ts 
No ARC 
>C+D= 


1) 6 2) => ARO = ÁSD = ABC = ABD = 90º a So 
AD é diâmetro 
3) Como t e / são tangentes, temos CÂD = 90º. Então: 
AACD > É + D = 90º. Daí: 
(AABC => BÃC = D; AABD = BÂD = É) => AABC — ADBA > 
sB-mor=Tot=ab=x= Va 
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Potência de ponto 


495. a) (PA) x (PB) = (PC) x (PD) > 
53-.8=K+49)-KX-AS 


A 
x-4 
54 
5x —-16=24> É 
5 x2=40>x= 2/10 
Resposta: 2/10. 


b) (PT)2 = (PA) x (PB) > 
5x2 =2-(20+2)5 B 
sx=2(1 — 2) (não serve) 


ou x = 21 + 2) e 2 
Resposta: 211, 45), P 


É 

496 a) (PA) x (PB) = (PC) x (PD) > b) (PA) x (PB) = (PC) x (PE) > 
>54:(4+2R)-=8:-105> => 5-11=4-(16+CD)> 
=> R= 16 = CD=4 


(CD) x (DE) = (DF) x (DB) > 
=s412=2:PR-DS 
SR=13 


500.  Temos:d, = 10,d,-3,d — 6,r—6. 
Pot A = |dã — r|> 
=> Pot A = |102 — 62] => PotA = 64 
Pot B = |dã — | => 
> PotB=|32- 6º|>PotB = 27 
Pot C = |dã — | => 
>PotC=|682-6]>PotCc=0 
Logo, 
Pot A + Pot B + PotC = 91. 
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501. 


502. 


505. 


(PV=R,SV=2)9>PS=R-2r B 
Potência de ponto = 
= (PT)2 = (PV) - (PS) > 


sr =R(R=-2)=> : 
> +2Rr-R2=0= 
>" +2RrERE=R-RÊ=0= R 

= 12 + 2Rr + R2 = 2R2 = 0 = 

> (r+R2=2R2> 

5 "r+R="2R5 


= r=(V2-4)r E” as 


FR a 


BÃD = BÃÂP (comum) 
= AABD — AAPB 
A 
PAS 
D 
D 
Fundamentos de Matemática Elementar | 9 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


ONDA — Triângulos retângulos 


Relações métricas 


514. a)(6052=12+y>y=6 b)y2+ 422 = (44152 => 


y)=12:72536=12:75 =>y=80-165 
5>z7=3 >y=8 
2=2+254=36+9> 42 =x: y>16=x:8> 
= x=3/5 5 x=92 
F4 
A 12 
65 
515. x2+122=1325x=5 
122 = 13: — 144 
xX2=13:72>525=132> 
,- 25 
nda 
12 -x=13:1>512:5=13:t> 
(= SO 
nda 
516. 
62=2R-2> [xX2+y2=80 2+42-62>x= 25 
> R=9 x? =2y ai 42 =xy> 
>5y+2y-80=0> >16=25-:y> 
=> y = —10 (não sv5 
5y=—>— 
serve) ouy = 8 5 
Mas y = 2R — 2. Daí: EA a 
2R-2=85 ENE 
És = 215 + 5 = 2R> 
95 
noi 
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519. 
4 
Note que 12 — x? 20 E? 
AABC = AFED (caso especial) > 2 ] dd da cd 
> BC = DE = 2. Daí: 12 — x2 
2+2=625x=42 N 2 f-9= 
12 — 
> edagol 
2 
522. a) 


D Ho 7 C 


ABCD paralelogramo = ABCD paralelogramo = 

> AB=CD=10>HD=3 => AD = BC =x 

AAHD:xº=32+ 425 x=5  ABED:(9+y)2 +82=1725 
5 (9+y)?=225> 
>9+y=155>y=6 
ABEC:x2 = 82 +y2> 
5x2 =64+36>x=10 


5283. Da figura temos: 
(EF= AB = 10,CD = 20, DE =x) > 
> (CF = 10 — x) 


AADE: h2 + x2 = 64 5 

ABCF: h2 + (10 — x2 = 84 ) 

n2=64 — 42 

pia 

=> 64 -x2=84 — 1004 20x —-x2> 

Ss x=4 

P+x2-64>h2+16-64> D x E 10 F 10-x € 
> h = 443 
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524. a) 
4 w5 
y x 
x+y2+42=(45B2> 2 + y? = (2132 = 52 
5x+y=8(1) (202 + y2 = 102 > 
2=2+42542-92=165 5442+52-x42=1005 
5 (x+y(x—y) = 165 >x=4 


>8(x-—-y=16> 
>5>x—y=2(2) 
(MDe()>x=5 


d) 
5 
25 
y 5B-y 
y2=36-—x2 as; x2+y2 = 20 = 
2 =144-(x+8?2 2+(5-y?2=25 
=>36-x=144-(x+8)> 520-y2=25-(5-y?)> 
11 >5>y=25x=4 
dd 


525. c) AACD: (AC = 10,AD = 8) ÉS CD = 6 
ABCD > (BC = 8, CD = 6) 5x = 247 
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ABCD é circunscrível > 

= AB + CD=AC+BD> 

=> 10 +15 =2R+BD > 

> BD —- 25 — 2R 

ABED => 

=> (25 —-2R2 = (2R2 +52 
> R=6m 


Note que as retas (e m são 
tangentes e, portanto, per- 
pendiculares aos raios nos 
pontos de contato. Daí: 
AABC é retângulo em C => 
=> AB2= 8º + 62 => AB = 10 
Rel. métricas > 


=>8:6=10:55x=9, 


e 


b) Tracemos AC pelo ponto de 

contato da circunferência maior 

com a reta tangente. 

Temos: 

AABC: (AC — 9, AB — 15, 
BC =-x3)> 

=> x2=152-925x=12 


(AH = 25,0A= R)> 

=> 0H=25-R 

AOHC > 
SR2=(25-R2+1525 
SR=17m 


P 


EE 


PA = PB = PC = x (tangentes a 
partir de P). Daí: 

ARST: (RS = 10,RT =x — 4, 
ST=x-— 6) 

Teorema de Pitágoras: 

102 = (x- 62 +(x—- 42 => 
>x2-10x-24=05 


=> x= —2 (não serve) ou x = 12 
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530. b) Unimos o centro com os pontos de 
tangência e obtemos o quadrado 
POQA. 
(AB = 8, BC = 4/13 EE 
=> AC = 12 
AC // OP => AêO = PÔB | 
8 


AB // 0Q > ABO = QÔC 
= APBO — AQOC > 


PE PO BA 
QoO QC 
EE o So r = 
r 12 — r 


> r=4,8m 


531. b)ASébissetrizoL=2 > 
X 10 
5 x=2y 
AABC > AC? = AB? + BC? > 
=> 100=(2y)2+(y+52> 
=> y= —b (não serve) ouy = 3 
y=>35x=6 


536. Aplicando o teorema de Pitágoras no 
AAMB: 


e s(P-2=0-a8 
2p =3/>2p = 1243 m 


537. Para facilitar os cálculos, seja a A 
base BC = 2x. 
2p = 18 > AB=AC=9-—x. 
AAMC:xX2 + 32=(9-—-x2 > 


5 x=45BC=-2x>5B0C>8m 
9-x 9-x 
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538. 


539. 


5483. 


544. 


2 


A menor altura é 
lado. 
Triângulo de lados 4m, 5 me 6 m é 


acutângulo. 
Temos: 
AABD: x2 + y? = 16 = 
AACD: x2+ (6 — y? = 25 
516 -y2-25 -(6-y2> 
9 2 92 

=— +[>| = 16 

>y A 5X (3) > 


relativa ao maior 


ABHC > x? + h2 = 144 
=> 100 - (10-x2=144-x> 
=5xº- (10 — x)? = 1005 
36 
o 362 
X+hP=144>h2=144 7 
>h=96m 


AAHC 5 (10 — x)2 + h2 = a 


>x= 


Seja 2x a medida da base. Temos 


A 
que os lados congruentes devem 
medir 2x + 3, cada um. Aplicando 
Pitágoras no AAHB: 
(2x +32 =x2+ 1225 2x+3 
5x +4x-45=05 
> (x = —9 (não serve) ou x = 5) 5 


x=5 > base = 2x= 10m. CxHxB 


Sendo 2D e 2d as medidas das dia- 
gonais e / a medida do lado do lo- 
sango, temos: 177m 


p-gasp- É spin 


4 
2D — 2d = 14 [=] 
e 

d=D-7 

D2 + d? = 289 

5 D+(D-72=289> 

5 D2 - 7x-120=05 

> (D = —8 (não serve) ou D = 15 m) 
(D=15m>5d=8m)>(2D = 30m,2d = 16 mM) 


ES 
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Seja ABCD o trapézio retângulo. 

Temos: 

AB + BC + CD + AD -=30> A 3 B 

=> AD + BC = 18m 

AD=h>h+BC=125 

> BC=18-h. 18-=h 

Traçando BE, BE L CD, temos: 

Lo [POE =6m E 
CD=9 D 3 E 6 << 

ABCE: (18 — h2 = h2+ 62 > 

> h=8m 


Sejam b e c as medidas dos catetos. 


Temos: ” 
E + c2 = 625 p + c2 = 625 
> b 
bc = 12 - 25 bc = 300 
E + c? = 625 (1) 

> 

2bc = 600 (2) a 
(1) + (2) => b2 + 2bc = c2 = 1225 =» 25m 


= (b+c2 = 12255 


sb+c=35(3) 
(3e()>b2-35b+300=05! ou 
b=15>c=20 


Resposta: os catetos medem 15 me 20 m. 


E 


Seja P o ponto de tangência de CD Br c 
com a circunferência e tracemos a al- 
tura CQ. Temos: 

BC = CP =r;AD = DP =R = 
AD=R,AQ =r>QD=R-—r 

5 CD-R+r 

ACQD:(R +12 =h2 +(R-—-n2> 
h = 2NRr 


a: hipotenusa, b, c: catetos. e == 
Temos: 
nê + b2 + c2 = 200 (1) 
a2=b2 + c2(2) 
(1)em(2)=>a2=200-a2=>a=t10 
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559. 


560. 


561. 


562. 


Considerando a figura, note que 

AB = EF = 10 cm. Temos: 

(CE = x, EF = 10, CD = 24) > DF = 14 — x 

AACE: x2 + h2 = 169 > h? = 169 — x2 = 
ABDF: (14 — x2 +h2=2255h2=225 — (14 — x2 

=> 169 -x2=225-(14 -x2>x=5em 

AACE: xº + h2 = ão 169 > h > 12 em 


Trapézio é isósceles > 

=> AB = CD = 13 em 

Trapézio é circunscrito > 

= AD+ BC =AB+ CD> a a 

=> AD = 8cem 

Traçando as alturas AF e DE, temos: 

(EF = 8,BC = 18, BF = CE) > 

> BF=CE=5cm Da gs 
AABF:52 + h2=132>h=12cm B 5 Fo 8 Es C 


AABM: AM? + 82? = 172 => 


=> AM = 15 em 
ABMC: MC2 + 82 = 102 > 
=> MC = 6 em 


AC = AM + MC => AC = 21 cm 


Considerando as medidas indicadas 
na figura e aplicando potência de 
ponto ao ponto P em relação a à, te- 
mos: B 
(PT)2 = (PA) x (PB) > 

> (PT2 = 6:24> (PT) = 12 em 
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566. 


567. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


Traçando os raios pelos pontos de 
tangência e BC // PQ, em que Cé o 
centro da circunferência menor, ob- 
temos o triângulo ABC. Dafí: 

AB2 + BC2 = AC? > 

> 82 + BC2=322 > 

> BC = 8/15 cm 

PQ = BC = 8/15 em 


Seja ABCD o trapézio isósceles 
circunscritível, conforme figura ao 


A x B 
lado. Sejam x e y as bases. Temos: 
AB = EF =x; DE = FC e 
AD = BC = É S E 


Sendo d o diâmetro, no AADE, vem: 
fa SS 
3 ] = dé + 3 > 


+ = 
se (sao. 


Unindo B com C obtemos o triângulo 
ABC, retângulo em B, pois AC é diã- 
metro. Daí: 

B = D (retos) 

BÃC = EÂD uno 
=> AABC — AADE = 


AC AB 
AE ADO 

2R 8 
so 19 8 Sem 


Seja D o ponto de tangência da cir- 
cunferência com o lado AB. Trace- 

mos o raio OD. Temos: 

AADO => OD2 + DA? = OA? > i 
> 32 + DA =52>5DA=4cm 

ADO = AMB (retos) 

OÂD = BÂM eai 
= AAMB — AADO > 
MB AM x 
Do” ADS 


= 


8 x Mx 
=g>xX=6=>BC=12cm 


53 
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568. AABC > AB? =b2 + 1 = D 
AABD > AB2 = 4 + BD2 
5 BD +4-=b2+15 A 


> BD=Vb2-3,b>3 b 


569. AACD => AC2 + AD? = CD? > A B 
=> AC2 + 152 = 252 = 
> AC = 20 cm 
Relações métricas no AACD: 
AC-AD=CD-h> 
>20:15-25:h=>h=12cmp 


15 


25 C 


571. Temos duas possibilidades: 
12) 22) 


Sejam P e Q os centros das cir- 
cunferências. Traçamos QR, 
OR // AB e os raios PA e QB. 
Note RA = QB = 3 cm. Como 
PA = 15 cm, segue-se PR = 
=12 cm. 

Então: 

APQR: PR? + RQ2 = PQ? => 
> 122+RQ2=242> 

> RQ? = 432 5 RQ = 1243 em 
AB = RQ = 1213 cm 


Neste caso traçamos PR tal que 
PR//BQe QRtal que QR//AB. 
Note RA = BQ = 3 cm. Como 
PA = 15 cm, segue-se PR = 
= 18 cm. 

Então: 

APQR: PR? + RQ2 = PQ? => 
=> 18º + RQ? = 242º > 

=> RQ? = 252 > RQ = 617 em 
AB = RQ = 6V7 em 
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574. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


a: hipotenusa; b, c: catetos. Temos: 
p=2A5a+b+c=245 2 
5 b+c-24-a(1) 


sq 24 b c 
Rel.métricas>b-c=a:.— 5 
24 Ni 
>b:c= 5a (2) 
Teorema de Pitágoras a 


> b2+c2=a2(3) 
Ms (b+eL=(2A-92>b2+c2+2bc=576-48a+a2> 
(3) “O 


sa? +2. Ma 576 - 48a + 922 — 10m 


Considere o triângulo PQR, em que 
P,QeR são os centros das três cir- 
cunferências que se tangenciam ex- 
ternamente. 

Seja x o raio a determinar. 
Note que PO = r — x. Então: 
AOPR: 


er=t-o+(= id 1Q 


o 

DX = 3 

Sejam ABC o triângulo que obtemos ao unir os centros dos círculos e 
Po ponto de tangência entre os dois círculos de mesmo raio. Temos: 
ABPC: BC? = BP2 + PC? => (16 + 1)? = 16º + (16 — 1? => 

5 (16+rn? —-(16-1n2= 2565 

= (16 +++ 16 —- +(46+r— 16 + 1) = 256 > 
>32-(21)=256>r=4 
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575. 


576. 


577. 


Sejam ABCD o quadrado e 
EFGHIULM o octógono regular. 
Temos: 
(AD =1,AF=x,DE=xW)> 
5 EF=1— 2x 
EFGHIULM é regular = 
5 EF=FG=1—2x 
AAFG:(1 —- 2x2 =x +x2> 1 
> (1-2x)2=2x2> 
51-2X=xm25 
5 xN2+29)=15> 

(2-2 


>x=—> 


Traçamos os raios pelos pontos 
de tangência e obtemos o tra- 
pézio retângulo EPQF. Ses 
Traçamos a altura QS desse “TE 
trapézio, obtemos o triângulo 
retângulo QSP. S-r 
Daí: 


UR Rc 


>5+1=[5-1) 25 


2) 2 
(3 = 242) «a 
A E 


Construímos o triângulo ABC, 
de lados AB e BC paralelos aos 
lados do quadrado, conforme fi- 
gura ao lado. Considerando as 
medidas indicadas, podemos 
aplicar o teorema de Pitágoras 
ao AABC: 


a-2r 
(41? =2-(a-2P> 
= 4r = (a — 2012 > 
o (V2 — 1) -a - 
= 2 
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578. Construímos o triângulo OPB, tal que 
OP // AC, PB // DE. 
Note que OB = R,OP = R — 12 e 
PB=54 -R. 
AOPB > 
5 R2=(R-—-122+4(54-R2> 
> R2 — 132R + 3060 = 05 
> R = 102 cm (não serve) ou 


R = 30 cm 
579. Temos duas possibilidades: 
1º) E está entre as montanhas.  2º%)A montanha menor está entre 
E e a maior. 
o 
MN 
o 
S 
o 
S 
E E A; 
1200 900 
2100 
APH ES 4 E=1200m (PH, = 900, PH, = 2000) > 
ARES p= 2100m POA Cm 
APPO Es AP HE TR EH, = 1200 m | 
=> (P,Q = H,H, = 3300 m; AP,H,E > EH, = 2100m 
P,Q = 1100 m) => H,H, — 900 m 
Aplicando o teorema de Pitá AP,P,Q => 
goras neste último triângulo, = (P,Q = HH, = 900 m; 
temos: PQ = 1100 m) 
(P,P;)2 = 33002 + 11002 > Aplicando o teorema de Pitágoras 
=> P,P,=3478m ao AP,P,Q: 


(P,P;2 = 11002 + 900? > 
> P,P,=1421m 
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72) 


580. 


581. 


582. 


Considere o ponto Z, interseção de 
PQ com a circunferência menor. Te- 


mos: 
ZS=-SQ=ST=-3em> 
> (20 — 6 em) 


(ZQ = 6cm, PQ = 8cm)> R 
> PZ=2em>PS=5cm 
APSTS>(PT2 + 32=525 SE A 
> PT=4cm Á DN 
i= Ô (retos) = 
TPS = RPQ (comum) 
= APST — APRQ > 
PT ST 4 3 


PQ RO”8 RO” 
> RQ = 6cm 


Considere o triângulo isósceles —------- 
OAB, OM sua altura relativa à base, 
P o centro do círculo inscrito no se- 
tor OAB, S, T pontos de tangência 
entre a circunferência e raios OA e 
OB, respectivamente. Temos: 


Ap = És AM = Mp =Ê 


R-r 


E) 4 
OT=R>0P=R-r 
S = M (retos) 
SÔP = AÔM aaa 
= ASOP — AMOA > 
es a 
MA OA 
sd RES spo Es 
R R 5 R R 
4 4 4 


De acordo com a figura, temos: 


! 
Se = Re 


=3+5=305+2)= 


=> 4 =6(N2 + 1)cm 

Sendo 2p o perímetro do quadrado, 
vem: 

2p=4-1>2p=24(N2 + 1)cm 
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Cálculo da diagonal AC: 
AACD: AC2 = AD2 + CD? > 
=> AC2=a2 + a? > 
= AC =avV2=CE 

av2 


1 
AM=3'ACSAM=5 > 


= MC = aê 


1 av2 
EP=S CESEP=PC=— 
(AÉD = 45º, EÊD = 45º) > 


= AêE = 90º 
AACE: (MP)? = | 


3 2 


1) 2) 
AN 
k 3k 


Sendo m e n as projeções pro- 
porcionais a 1 e 3, temos: 
m=ken=ãas3k. 
Rel. métricas > 
=> b2=4k-k=>b=2k 

c2 = 4k:3k=> = 2)3k 
Dado > 2p = 18 + 613 > 


2912 j [22 i 
+ > 


MP 


VAN 
B c 
g x 6 


9 
AH: altura; AM: mediana 
Se k = 3, temos: 
(BH =-3,HC-9)> 
> (BC — 12, MC - 6) 
(HC = 9,MC = 6)> 
> HM =3m 


5 2k+4k + 2N3k= 184613 > 


> k=3 


AMHM EE, HM = 2 cm 


AM é mediana > AM = MC = MB = 4 em 


Rel. métricas no AABC: 
ES 
c2=8:2>5c=4cem 
Logo: 
2p=4+8+4435 

> 2p = 4(3 + 13) cm. 


fe = 2 em 


A 


as 


AR 
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586. 


587. 


589. 


(BC)? = (AB)? + (AC)? => 


= (BC? = 80? + 602 
= (BC) = 100 cm A 
(AB) x (AC) = (BC) - (AH) > = E 
= 80 - 60 = 100 - (AH) > 
= (AH) = 48 cm 
(AM) = 1, (am) «Ds, 
B M H c 


> (AM) = 50 em 

(AB)2 = (BC) - (HB) > 802 = (100)2(HB) > HB = 64 cm 

(AC)2 = (BC) - (HC) => 602 = (100)*(HC) > HC = 36 em 

(MH) = (BC) — (BM) — (HC) > (MH) = 100 — 50 — 36 5 (MH) = 
= 14 em 


Na figura, sejam ABC o triângulo 

isósceles de base BC, O o centro da 

circunferência inscrita e T o ponto 

de tangência desta com o lado AB. A 

Temos: 

AATO = (AT)? + (OT)? = (AO)? > 

= (ATP += (h-n = 

=> AT =Nh(h — 2r) 

ATO = AMB (retos) 

TÃO = MÃB RR 

= ATAO — AMAB > 
AT TO 

> AM = MB > 
Nh(h — 2r) 


Ed 


= 


(Note que devemos ter a * 2r.) 


Na figura, ABC é isósceles de base BC e AH é altura relativa à base. 
Temos: 

AAMH: (AM) = (AH)2 + (MH)2 (1) 

AABH: (AH)2 = (AB)2 — (BH)2 (2) 
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(2) em (1) A 
= (AM? = (AB)? — (BH)? + (MH? > 
= (AM? = (AB)? — (BH)? + (BH — BM)? > 
= (AM? = (AB)? — 2(BHJXBM) + (BM)? > 
= (AMP = (AB)? — (BM)(2BH — (BM)) > 
= (AM? = (AB)? — BM((BC) — (BM) > 
= (AM? = (AB)? — (BMJ(MC) > 
= (AB)? — (AM)? = (MBJ(MC) 
B M H c 


590. Na figura, temos: 
APER é retângulo, EF é altura relati- 
va à hipotenusa > 


P 
> (PE2 = (PR)-(POS 
2 
>h=tast=— 
APERS>h2+h2=(2> 
ht t j 
= pod p= = 
a 
p= hiDa? 
a (O 
2h á E 
>2p =" +— h2-a2> b E b R 
2h(h + ih? — a?) 
ops Es 
a 
itágoras, av5 a 
591.  AAE ÉS, 0E =D N 2 o >ºB 
[+] [+] 


ABOC Pitágoras OC= 


Sa 
4 


a = a 
E 
ACDE ÉS, EC 


Pela recíproca do teorema de 3a 
Pitágoras, a igualdade obtida há 
acima nos garante que ACOE 
é retângulo em O. Como OP é 
altura relativa à hipotenusa, 
temos: 5 
(OP)? = (EP) - (CP) E é 
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592. 


593. 


E e ED E ca = SE 
x 
Hipótese Tese 
AD é bissetrizinterna | AD? + AE?  NAD? + AE? 2 
AE é bissetriz externa ? CD = BD = 


Demonstração 


2-CÂD+2-CÃE = 180º => CÂD + CÃE = 90º = AADE retângulo 
em A > DE = VAD?2 + AE? =x 


ds . aa XxX x 
Utilizando as medidas indicadas, devemos provar que a 2. 
aÃ mn mr 
Teor. biss. intema > — = — 5 — = — 
r s n s = 
j x+m x-n x+m r 
Teor. biss. externa > = => q 
s x>—n s 
x+m m m-—n) 
=—5 mn = 
x>n n 2 
20X x m-—n m-—n 
Daí:— — — = “%= = 
nm mn (m — n) 
2 


DC = DA, OC = 04, OD comum) => = => CÔD = AÔ 
DC = DA, OC = DA, OD E", ACDO = AADO => CÔD = AÔD 
CE = BE, OC = 0B, OE comum) => = = CÔE = BÔ 

CE = BE,OC = 0B,0E “, ACOE = ABOE = CÕE = BÔE 

=> 2: CÔD+2-CÔE = 180º > CÔD + CÔE = 90º > ADEO é 
retângulo em O. 

OC é altura relativa à hipotenusa > 0C2 = CD - CE => 12 = CD-CE. 


Y 
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Aplicações do teorema de Pitágoras 


598. 
go ===> sen 60º = 12,13 12, 
> y = 1243 >y = 8/3 
300 = 155 128, sen30r = Lo 1 88, 
= x=36 

599. 


5.4 1 4 6 N2 6 
o as a sd o a 
A = a = x= 642 

Duo Di. 

o duo SS Dad 2 +62=x25y2+36=72> 


> y= 443 >y=6 
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dl é e) 

[e] 

Pá MN /N 
6 x-6 > 


y Zz 
22 
x— 6 613 
cos 45º = > o->D— 
TND sen 60 7 > 
2. x-6 3 03 
3 — = > x= 18 RSS — 
2 as > a => x= 12 
no o vê 1 Z. 
sen 45 ES qo "0 
im > 2=6 
—— > h = 12 - = 
“> 22+y=22512+y-=225 
Da >y=10 


600. a) Prolongando o segmento de medi- 


da 3, temos: 

33 3 3413 
sen60º =—— 5 — = — 

2 a 
>5a=-6 
3 9 

tg 30 aa p* 150 
> b = 993 


=p2+325x=(0032+95x=6V7 


b) Prolongando o segmento de medi- 


da 3, temos: 
AADF > sen 60º = — > 

3 3 : 
5>=>59a=2035 

2 a 
=> AM = 343 
(AABC é equilátero, BM 1 AC) > 
= AM = MC DE % 
ACDE => sen 60º = CD = 

3 


5 — = > x=6 
2 Ri 
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604. Na figura temos: 


PQ = 10 m, PR = 4 m, OA bissetriz ã 
de QôR. mé 
SÔT = 45º > ASOT é isósceles > is 
=ST=10=0S-=4m> se 


s0S=Im=ePs=em 
AMPS: sen 45º =, 


2x 
Ed =6> 
5 x=3/2m 


605. Na figura, OR é bissetriz de SÔQ. 
Prolongamos o segmento de medi- s 
da 2 m, formando o triângulo PQT. 
Note que OÔR — 45º > APQT isós- 
celes > (QT = N2 m, PQ = 2 mM) 
PQ=2m>5RQ=4m. 


ARQO: sen 45º = 2 5 

2 e 

2 4 

Ses = 442 
> 5 oq > 00 2 = o 5 Te 
=> 0T=3/2m 


APOT: x? = (3/22 + (022 = x= 2/5 m 


606. Prolongando o segmento, cuja medi- 
da é procurada, até interceptar os la- 
dos do ângulo, obtemos um triângulo 
equilátero e os segmentos a e b. 


Temos: 
6 3 6 
sen60º =-55>=—>5 
a 2 a 
sa=43m 
9 3.9 
sen 60 “No pn” 
> b=6/3m 


O lado do triângulo equilátero é igual 
aa + b = 1043 m. Temos: 


+ 
MG= E as gesmEm 
x=MC-asx=5/3- 43 5x=V3m 
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607. Prolongando o segmento de medida 
6 m, obtemos o triângulo BCD com 
CAD = 30%, Dai: 


BD = 6m=>AB=12m 


AB 
AAOB: tg 60º = 15 => 
12 


> 13 = 40 > AO = 413 
AAOD: x? = AQ? + AD? > 
5>x)=48+36>x=2/2im 


608. Prolongamos o segmento cuja medi- 
da vamos determinar e obtemos o 
triângulo ABC. Temos: 
y2 + 32= (3132 5y= 6/3 m 


tg 60º = É 3 À 


52=V3m 

se sos 60º 
W 2 W 

= w = 243 x + wW 1º x+23 313 


AABC: sen 30 ro aa “AO sao 


609. Na figura ao lado precisamos deter- 
minar a distância PT. Temos: T---=== 


3 
APQW > sen 60º = 33 > 


o3 
APRS: sen 60º = ss = 93 


PS=18>y+2x=18> 
> 6+2x=18>x=6m 
PT=x+ty>PT=6+6> 
> PT=12m == 
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eh h sh 
612. tg60 qo S-qax= a 


tg 45º = = x=h- 30 


h 
DER O GD rs 
h 
==h-305h=15(3+13 
> > ( )m 


613. (BÂD=45,D-90)> 
= ABD = 45º > AD = BD 
AABD > à? = BD? + BD? > 


av2 
> BD -—— = AD 
2 a 
po = 20,40 - 22) 5 
2 
=CD=2a- És 
5 p= (412), 
2 
2)» — 2 2 
asco;: BC? = (22 P (8-0) af no- 15 DB-a 
615. Seja b a base menor. Daí 
AF = BC =. 
Traçando as alturas AE e BD, temos 
DE =becD=EF=2 52, 
(m — b) 
is 2 Ee 
AAEF: cos 60º = 5 RÉ 
2p=3:b+m=2p-SM imo p= 
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616. Sejam Be b as bases maior e me- 
nor, respectivamente. 
Traçando as alturas PR e TS, temos: 
OS = RM = —— 


B+b 


2 


É + bh 
APQR: tg y = 


NA do 
(B + b) 

2 Q Bb 5 b R B-b M 
>5tgy=13>y= 60º Ea 2 
AQSN > x = 30º 


618. Seja / a medida do lado do quadra. D e 
do. Traçamos EF tal que EF // AB. r 
Temos: 2 
ACDE = ABAE (LAL) > 
5DE=AE E > 
ADEF = AEF (LLL) > 
= DÊF = AÉF = q 


á 1 
ADEF tg = >tga=5 


[NJ = 


619. No AABC = 
= (AÔB = 30º, AB = r, 


D 
6 dm 
OA=6-1) 
AB 1 
sen30º = o 5-5—5 A 
r /A E 


> r=2 dm 


620. Na figura ao lado, precisamos deter- 
minar CD. Temos: 
1) (DBC = q, DÊB = B) > 
=> q + p= 90º 
2) EÉB = B=> EêO = q 
3) ACOE: 0E = AD = r sena 
49AB=3r>BD=3r—rsena 
) 
) 


rsen a 


5) ABCD: CD = 3r sen a E 
6) ABCD: BD? + CD? = BC? = rsenoND 3r-rsena 
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3 
=> (3ºr— rseno)2 + (rseno)? = 9º > sena =s 
CD CD 3 9 


mas: sen à = 1 = E =5>20CD>=<gr 


621. 1) POQA é quadrado = 
5 PA=AQ=r 
2) AABC: (AB = a cos q, 
AC = asena) 
1),2)=> (PB = acosa —r, » 
QC = aseno — rr) (Á 
3)0C = CS =asena —r a-f(asena-naS asena-r 
4)BC=-a=>BS=a-(asena —r) 
5)BS = BP > 
=a-aseno-—-r=acosa-—r> 


=r1=S (sena +cosa — 1) 


622. 


AABE: (À = 30º, B = 60º) > É = 90º. Analogamente, 
É = G = À = 90º = EFGH é retângulo. 


dom DE o BF 
ABCF: sen30º = => 5>40>BF-5 ad 
=> = =— 
5 BE do RÉ 
AMBE: sen30º = E >5>g =BE-4 
3 

ABCF: msg et da = CF= 5/3cm 

BC” 2 10 

Bm AB GE = FG=EH=V3€m 
ACDG: cos 30º = 5 = 5" 06-43 


Sendo 2p o perímetro de EFGH, temos 2p = 2(N3 + 1) cem 
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623. 3 
DE 
6 
6 6 
E 
6 
Considerando as medidas indicadas na figura, temos: 

63 e. a 
n=5 >h=388 tg30º => 
2=-2+(6-h2> 3. a 
sx =9+(6-3/325 3 6-a 
sx=62-/35 =sa=343-1) 
> x= 3(N6 — 2) sen 45º = = 

2º 33-41) 
> =D 5 
y 
ane elv3 — 1) =" 
RR 
> y = 3(V6 — 12) 


Eos 
= 6-a 1 
Pai =3 448 
3 E ass" 
Ba gras 
sen 45 -2512 3108, ay + 6 
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OA — Triângulos quaisquer 


Teorema dos senos 


627. a) A 6 B b) A D 


3 
D 6 C 
Paralelogramo ABCD = ABCD trapézio 
= (À = 135º,AB = 6) =» DÃC = BÊA (alternos) 
x 6 x 12 
SABD: sen 135º ” sen 30º AABE: sen 45º ” sen 30º ” 
x 6 x 12 
5—> => 5x=62 5 —>— = É 5 x= 1212 
2 1 2 1 
2 2 2 2 


2 
“A SENA = 5 = AO 


(02) 
N 
o 
RSA 
(92) 
[6)) 
D 
5 
>| 
II 
(92) 
la 
x 
II 
Ha 
NO 


630.  AABM=/ E 10 - cos 30º > A 
3 
=1=10:S=(=513 10 cm 10 cm 
Logo: BC = 103 cm. A — Ps 
B [4 M ' Cc 


a+b sen A + sen B 
632. D "=D DD——— 
evemos provar que b E: 


Da lei dos senos, temos: 
a b [o 


aa dao 


Daí:a = 2RsenA,b = 2Rsen B,c = 2RsencC. 
a+b 2RsenA+2RsenB senA+senB 


Logo: bo 2R sen B E sen B 
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Relações métricas — Teorema dos cossenos 


635. a) b) 
7 8 
na 
x 
10 
À é agudo > ABC é obtuso > 
=>82=72+102-2.1x>  >(N29)=524+72+4 
17 7 e. 
== ED +2:.7T:x>5x=83 
4 
637. a) a b) n 
> 35 o 
B c B 6 a 
x 10 —-x 
B é agudo > AABC, É é obtuso > 
> (3/5) = 102 + 52 — => (2/192 = 42 + 62 + 
— 2:10 -x>x=4 +2-:6-:x>x=2 
h+42=52>h=3 n2+22=425h= 243 
639. b) Pela lei dos cossenos, temos: 
P=2+52-2-3:5-.cosx= s q 
> COS XxX = —2 > X= 120º 
7 
640.  AAE> A 


b 
10 
= a2=102+162-2-10-16-cos60º > 


= = 4004956210 alga das 

2 
> a=14em 
AADE > B b (a 
=> b? = 102 + 162 — 2.10: 16 - cos 120º > 


1 
= bê = 100 + 256 — 2:10:16 -(-5) =» b = 2129 cm 
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d) Os lados são da forma 3k, 4k e 4,5k ou 6k, 8k e 9k. 


Temos: (9k)2 = 81k2 < (6k)2 + (8k)2 = 100k? > o triângulo é 
acutângulo. 
e) Os lados são da forma Ly a k ou 4k, 3k, 2k. 
3 4 6 
Temos: (4k)2 = 16k2 > (3k)? + (2k)2? = 13Kº > o triângulo é 


obtusângulo. 


(282 = 784,122 + 202 = 544) 5 
> 282>122+202> 

> o triângulo é obtusângulo. 
Aplicando relações métricas: 

282 = 122 +202+2:20-x> º 
=>x=6m x 20 


AABC é acutângulo >x2=72+52-2.5-.15x32=604>x=8cm. 
Usando as medidas em cm, temos B 
a projeção de AB sobre AC igual a 

0,3 em. 

Daí: 

82 =52+x2+2-5-03>5 
5>x2=64-25 -35x=6cm. 


(14? = 196; 82 + 102 = 164) > 

5 142>82+1025 

= 0 triângulo é obtusângulo e 
temos da figura ao lado: 

142 = 82+102+2-:10:x> 


>x=—cm. 
5 


A projeção de AC sobre a base AB 


E a 


mede 8 em. 
5 


8 
A projeção de BC sobre a base AB mede 10 + 55 em. 


Aplicamos a lei dos cossenos: 
x+22=x2+(x+12-2-xx+ 1): cos 120º > 


= u+2p=2+n+12-2xx+ 1) (5)= 


= 2x2 -x—3=0=x= 1 (não serve) oux =. 
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NES e qu e pega 
p= X nd RE 2 Find A 5) Dp=(f,o. 
x+2 
x 
o 
x+1 


657. Na figura, AAOB é isósceles = 


= OÂB = 30º ” 
AABD > sen 30º =— > 
L 
SR 
a ap re o 
658. Seja R o raio do círculo. Temos: 
AB = R > AAOB equilátero > 
— AB = 60º 
A AB A 
ACB = 2 ACB = 30º 
o HC 
o cos 30º = E N 
3 Hc 
> “56 HC= 1313 


660. (62 =36,42+52=41)> 

5>62<42+525 

> o triângulo de lados 4,5 e 6 é 
acutângulo = 

= a diagonal de medida 6 é oposta 
ao ângulo agudo do paralelogramo. 

Pela lei dos cossenos: 

62=-42+52-2:4-.5.cosa> 


CS =9. 
Agora 


x =42+52-2.4-5-cos (180º — q) > 
= cudb rn dais Dera —Ccos q) 
5x32=41+40- a ia 
gi: dy 
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rea = 120º, B = 60º 

o — p=60º : : 
2=62+12-2.6-12-c08 120º> 

5 x=6V7 em (SN 
2 =62+122-2.6-12-c0860º> “o. 
=> x= 6/3 em 


z=12+12>57=24cm. 


Pela lei dos cossenos, temos: 

AC2 = AB? + BC2 — 2(ABJ(BC) - cos B > 
=1=A82+100-2-A8-10-12 5 

=> AB? — 10V3AB + 99 = O > não possui solução real. 


Resposta: não existe o triângulo com as medidas indicadas. 


c?=a2+b2 —- 2abcosa> 
ae be = Eº 


= = b 

> cos O 2ab 

Seja a medida da outra diagonal ã 

igual a d. a 


d? = a2 + b2 — 2ab cos (180º — o) > A 
=> d2=a2+b2 —- 2ab(-coso) > 
2+p2 -—- c2 
sd2-2+p+26- 210 0C O, 
2a 
5d =222+2p2 -—- c2> 
= d=v2a2+2b2 — e? 


Sejam P, Q e R os centros dos quadrados. 

PA e PB medem metade da diagonal do quadrado de lado 6 cm. 
Então, PA = PB = 342 cm. Analogamente, QA = QC = 36 cm. 
Observando os ângulos formados no vértice, pode-se concluir que 
os pontos P, A e Q estão alinhados; logo, PQ = 3(V2 + 16) em. 
Agora, no triângulo ABC temos: 


sen B O ai BB = 60" 6 = 30º. 
12 2 
Aplicando a lei dos cossenos ao triângulo PBR: 
PR2 = PB2 + BR2 — 2 - (PBJ(BR) - cos B => 
=> PR? = (3/2)2 + (6/22 —- 2. 3/2. 6/2 «cos 150º > 
=> PR2=18+72-72-(-cos 30º) > PR = 3410 + 413 cm. 


Aplicando a lei dos cossenos ao triângulo QCR: 
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QR? = QC2 + CR? — 2(QCICR) cos É > 
= QR?2 = (3/6)2 + (6/2) — 2. 3/6 - 612 - cos 120º > 


5 QR2=54+72-72-:V3(-cos 60º) > QR = 3414 + 443 cm. 


669. — Quadrilátero ABCD é inscrito = À + É = 180º 
AABD > x2=62 + 102-2-6-10-cosÃ (1) 
ABCD > x2 = 102 + 16? — 2.10 - 16 - cos (180º — ' 
= 62 + 102 — 120 cos À = 102 + 162 — 320(-cos À) > 


a ) 
5 COS À = > Substituindo em (1): 


1 
2 -62+102-120-(S]ox=14m 
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670. 1) Considere um ponto Q externo ao 
triângulo, tal que BQ = De CQ = 
= T. Note que APBA = AQBC 
(LLL), donde se obtém: PBQ = 60º. 
Então, APBQ é equilátero. Logo, 
BÊPQ = 60º (a = 60º). 

2) Aplicando a lei dos cossenos no 
APQC, temos: 
p = 60º. 

3) (o = 60º, B = 60º) > 
= BÊC = 120º. 
Aplicando a lei dos cossenos no 
ABPC, temos: 
BC = 129 > x = V129 cm. 


Linhas notáveis — Relações de Stewart 


674. a) Usando a relação de Stewart: 6 
42.6+62.2-x2.8=8-.2.65 4 
>96+72-8x=965x=83. 

2 6 


1 1 
675. m=5 2(b* + 2) = 8“: m, = 5) alas + cj= be; 


4. 
= 2(a2 + b?) — c? 
m2 + m2 + m2 = Lra(b? + 02) — a?) + Lfo(a? 4 02) — b2] + 

a b G 4 4 

+ GR? +69 -c]> 
> m2+ mg +m2=S[22+202 - 02 + 2024 202 - b2 + 
+ 20* e DBP = pf] = 

2 2 20 À 2 2 2-3 2 2 2 
=> mi + my + m = ql3a + 3h + 30º] = q(a + b2 + e?) 


2 2 2 
mm tm. 3 


o poço a 
677. V[k2+h2=25 h2 = 25 — x? m 
(6-x2+h2=497 |h2=49-(6-x? 
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>5>25-x=49-(6-x2> B 
5 x=1 
h2+x2=255h2+1=25> ; K 
= h = 246 em 
A x 6-x Cc 


2) Teorema da bissetriz interna: 
x 6-x 
E = E 5 X= 2,5 cm 
Relação de Stewart: 


5 So 7 25-2:6-= 


=6:2,5:35>5 
522 = Ea RC em 
-— 60 a: 


3) Teorema da bissetriz externa: 
So = 5 x = 30 

Relação de Stewart: 

(2.5+72.30- 62-35 = 

=35:5-30> 

> 5/2 = 5040 => ( = 12N7 cm 


678. Aplicando a relação de Stewart: 


b2n+cm-xm+my)=(m+n-mn> 
dE: 
a 
A 
b 
c 
B m M n Cc 
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> xº(m + n) = b2n + c2m — amn. 

Multiplicando ambos os membros por (m + n): 

x2(m + n)2 = b2n(m + n) + eêm(m + n) — amam +n)> 
4 

> x2(m + n)2 = b2n2 + c2êm? + b2mn + cêmn — aim > 

qbenÊ E em A mnlbe + 0 = 2?) 


2 — 
DX = 
m+n 


ES 


; : 3 
Teor. biss. interna > = = 5 5 


9 
= Do so 

5 4X=3y5X 16” 
Aplicando a relação de Stewart, vem: 
X2.4+y2:3-62.7=7:3:45 


9 
y2-4+3y2-252=84 
º 416” y > 


>y=8 

9 9 
Dto DE Es 
x 16) > X TG 64 > 
> x=6 

. 36 18 
Teor. biss. externa = E Y > 


>x=2y5xº = 4y2 
Com a relação de Stewart, temos: 
(9/62 .18+x2.18—-y2.36 = 
= 36 :18:18> 

=> 8748+ 4y2.18 — 36y2 = 


= 11604 B 18 E 18 P 
=> 36yº = 2916 >y=9>5x=18 


ONDA — Polígonos regulares 5 


686. 


Note que PS = QS = 120º e 120º 120º 
B = 90º => PA + QB = 60º 
P 11 AB = PA o 
PA + QB = 60º 
= PA = 30º =x = 15º p Q 
E 
90º 
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687. 


689. 


691. 


AB é lado do pentadecágono regular > 
—- 360º = 
AB = = AB = 24º o 
> 15 24 60 
PQ é lado do hexágono regular > 2a O Q 
= 360º a A 
> PQ — E = PQ = 60 18º » 
AB MPO=AP =60 s 
AP + AB + BQ = 60º = AP — BQ — 36º 
= AP — 18º 
AQP é inscrito e subtende AP => AQP = 9º. 
3000 4 ; 
e 30º 2% e 
ABCP > P = 156º p 12º 12º D 
g) O número de diagonais com me- A, 


didas duas a duas diferentes em 
um polígono regular de n lados, 
n par, é dado por: A, 
n—2 
2 
Dedução: Seja o polígono AA. ... A, 
n par. 
O vértice diametralmente oposto 
a A, é An +44" 
2 


De A, partem a + 1 — 2 diagonais com medidas duas a duas 
diferentes. 


Então, 5+1-2=052 


A união de A, com os demais vér- 
tices fornece diagonais com me- 
didas iguais às já obtidas. 

O número de diagonais com me- 
didas duas a duas diferentes em 
um polígono regular de n lados, n 
ímpar, é dado por: 

="3 


2 
Dedução: Seja o polígono AA, ... A, 
n ímpar. 
O vértice que unido a A, fornece a maior medida de diagonal pos- 


sd 
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De A, partem Ab 


duas diferentes. a 
— 1 n— 
+i=2= : 
1-2 > 
A união de A, com os demais vértices resulta em diagonais com 
medidas iguais às já obtidas. 


+ 1 — 2 diagonais com medidas duas a 


Então, a 


692. Temos: 
n—2 n=3 
> = 6 ou > = 6>n=14o0un=15=>5 = 2160ºou 
S, = 2340º. 


693. Na figura, temos: 
AB = BC > AABC isósceles = 
> À = 10º,B = 160º 
a, = 160º >» a, = 20º >» 


360º 
=> = 20º >n=18 
de= tn. 
sd= BSD q 135 


n = 18 > 9 diagonais passam pelo centro. 
Logo, não passam pelo centro 135 — 9 = 126 diagonais. 


695. Polígono MBCNP: S, = 540º > 
> 2a, + 200º = 540º > a, = 170º 
a=170º>a,=10º> 


= SO = 10º > n = 36 
Logo, passam pelo centro 5 = 18 
diagonais. 

697. Soma dos ângulos internos do po- 


lígono MBCDNP é igual a 720º. En- 
tão: 3 - (180º = 4.) + 180º + à, + 


360º 
+ 20º = 720º >» a, = 10º > RE 
= 10º > n = 36. 
Logo, o número de diagonais diferentes, duas a duas, é: do 
n—2 36-2 17 
o 2 TS Sp 
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698. 


702. 


710. 


712. 


Na figura, prolongamos também os 
lados BC e DE, formando o triângulo 
ZCD. 

Temos: 

EYZ externo ao ABXY > EYZ=3-a,. 
CZD externo ao AEYZ => CZD = 4 -a,. 
ACZD > 6a, = 180º > a, = 30º > 


aa8 80 = 30º > n = 12 
o mn-—3) 
E= 2 
12(12 — 3 
sd= ES qo 54 


Seja /, O lado do hexágono. 


a) Se os triângulos são equiláteros, — > 
temos R = (,. [4 
Assim, diagonal maior — 2R — 24, 
= 12m. 

A 


b) R é lado do triângulo equilátero — 
5 R=-(,-6m. 

c) r é altura do triângulo equilátero > 

É 

»r= "88 »r=88 =1=3/3m. 

d) diagonal menor > 2r = 2 - 33 = 
=613 m. 

e) apótema = r> a, = 313 m. 


al, R5>R-5ecm5> 


sa -2B oa -SBo 
- 53 
br=aç=>"1="5 mm 


c) Note que AM 1 BC = AM é altura 
do triângulo equilátero OAB = 
5 AC=2AM5AC=-2:1> 
> AC = 513 cm. 


Sejam R, e R, os raios dos círculos onde estão inscritos o quadrado 
e o triângulo equilátero, respectivamente. Temos: 


(4 = R2 >2p, = 4R,N2 
ts = RN3 => 2p, = 3RN3 


R 
2p, = 2p, => 4R, VD = 3R 3 = E — o 
2 
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ACEG quadrado > AC = RY2 > 


s0m-22 5 
2 
BM = R- B2 fis 


Aplicando relações métricas no 
ABCF, retângulo em C, vem: 
(BC)2 = (BF) - (BM) 

Ry2 
ts = 2R [r — ER 


tg = 42 —12. 
Aplicando o teorema de Pitágoras 
no AFNO: 


Po? 
e=m-(U/= 


2 — A 
= a2 = q? - 2 2), a, — 22 
4 2 
r=1 
5-4 =h=v5+1 
2r = 
2 
h 5+1 
AV=>5 AN = 
2 
Aplicando o teorema da bissetriz in- fo) 
terna no AOAB: 
FE Dip 
E 2 p — = 
5) 7 >5>(*+20-4=05 


o pe dig 


3674 


FP NTo 
== 
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719. 


720. 


721. 


725. 


726. 


721. 


No AOAB temos: (o) 
OM bissetriz > AÔB = 36º > 1, 18º 
to R 
=» (AB = (10,08 = R, MB = > 
tio e 1.R 
MB Ca 
senig == 2 = à 1 
OB R 2R E 
5-1 ho 
> sen 18º = es 


5-1 0 Ro NE 
n-Q+m=8-R+[ a "| sb MO 2N5 


> 4 = RV2 —12 


) 


O ni É Co pe NZ AZ 2 
RR O Da Do 
>R=54 +56 


Temos: a, — 135º. 

Lei dos cossenos no AABC: 
AC2=(2+4/2-92.4-4-(—cos 45º) > 
SAC? = 202 + (ND > 

= AC = (2 + 2 


exercício, 


AE = 2R 5? 
= AE = 2. 4 + 22 Ss 


> AE = N4 + 242 
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AE é diâmetro > 

=> AADE é retângulo em D. 

Aplicando Pitágoras ao AADE: 

AD? = AE2 — DE? > 

= AD? = (4 + 22) —- (2 > 

SAD=013+2N2> 

sAD=A(2+N2+D=AD=4-AN2 +12 5 AD=4-(02+1) 


728. alt= 


b) AAEF é retângulo 
= AE2 = AP2 — EP2 => 
= AFP = (2R2-(2= 
SAP =/2005+12-02> 
> AE? = (5 + 25) > 


= AE = (5 + 25 
c) ÀB + BO = 72º Ac = 1,= 10 +25 
d) AADF é retângulo em D, DF = (,, AF = (15 + 1) 
pal 10 + N5. 
4 


AD? = AF? — DP? = AD? = (6 + 245)/2 — 
7 +35 / 
2 AD = (2 AD=514 +65 


2 => 


729. xX=a2+a2-2.a-a-cos36º > 
5+1 
sx =0282- 292.88 > 


» (6-5) 
O A 
a 


(3 — 45) 


DN SS A? 
DX 3 a > 2 E 
V6 — 25 


323X=—— —'d 5 a 
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730. Usando o resultado do exercício 729: 
a = (5-1 X 
2 X 
5x=>————— as5 
jo = d a Ds 
5+1 
Xx= > “a. E 
731. Usando o resultado do exercício 730 


| (=) 


732. a) Os triângulos A'AB, B'BC, 
C'CD, D'DE e E'EA são con- 
gruentes e isósceles de ba- 
ses AB, BC, CD, DE e EA. Daí: 
AS Bsp=bsEda) 
e, por diferença, obtemos: A 
A'B' =B'C' = C'D' = D'E' 
= E'A' (2) 
(1) e (2) > A'B'C'D'E' é pen- 
tágono regular. 


b) AA'B'B exercício 


729 


=>x=5 05 -1)(1) 


== exercício, 


BD é diagonal =? 


> 2x +y=505 +1)(2) 


MB +) 


B>y="5 


2x. 


3 
Substituindo em (1), obtemos x = 


100 
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NaN — Comprimento da circunferência 


735. 


R6=R,=12> 

5 C, —C,=7R, — 127 
R$=245C,-1R,> 
> C,— 241 

Cc +, +C = 127 + 
+ 127 + 241 5C, + 
+ C, + C, — 487 cm 


> €C, — 47 cm 
Cc +C,+C,-41+ 61+ 
+ 61 = 167 em 


b) A E 
P €q 
A 
30 
B TE 
AABC é equilátero, pois seus Note que EBF = 30º. Daí: 
lados são os raios dos arcos. EE º 
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102 


737. 


738. 


745. 


ÃO — eos * 27: 18 = ÁGD — 277 om 
DEF = Soos * 27: 35 = DEF = 56m cm 
FGH = Soos 21: 24 = FGH = 30m cm > 
AD = Séos * 21 36 = A) = 247 cm 
TB = eos: 21: 48 = TB = 68r cm 


2057 cm 


APhO, = sen 60º = FE 518 - 08, 0,4 = 120m= 

=> 0,A = 180m 1 1 

a JOD e E 

ÀB = 505 ' 270,4) > ÀB = 5: 21: (120) =» ÀB = 80nm 

= 2n(0,A) AD = L.2r- 180 = AD = 60rm 
360º m(O,A) > 6 T > = 607 


Seja 2p o comprimento total da pista. Temos: 


2p = ÀB + CD + AD + BC > 2p = 807 + 807 + 607 + 601 > 
> 2p = 2807 mM. 


Seja C o comprimento da circunferência e C,, C, e C, os comprimen- 
tos quando o raio é aumentado em 2 m, em 3 m e em a metros, res- 
pectivamente. Temos: 

C = 27R 

C-2nR+29)5€C —-2nR+4715C —C+H47 
C,-2nR+3)5C,-21R+67>5>0C,-C+6T 

C,-=27R +ta)=>C,-—-27R42a7>C,-C+2am 

Portanto o comprimento aumenta em 47x m, 67x m e 2ar m, 
respectivamente. 
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755. 


756. 
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p, = 21R, = 1 + 10º 
p, = 21R, = 102 

1 
2x 
Sejam o comprimento normal e o comprimento com o raio duplicado 
iguais a Ce C,, respectivamente. Temos: 
C = 27R 
C, = 2m(2R)>5C, = 2:21R5C, — 21n€ 

Logo, o comprimento também duplica. 


((=2nR,r=2R,/(=r:e0)5271R=2R:0c>5>0]0=1>0= 180º 


[= 2, — 27R, = 1 + 10º — 1035 


> R,-R,= 


C — comprimento normal da circunferência. 

C, — comprimento da circunferência cujo raio aumentou 50%. 
Temos: 

C = 27R Cc 
C,=2UR+0,5R)=>C =21R+71R5C=C+t5> 
>C,=C+0,5C. 

Resposta: o comprimento aumenta 50%. 


C, = 27R, > 1500 = 27R, > 


750 
5R=———m 
IR 
C, = 27R, => 1200 = 27R, > (3 
600 
> R,;=——m 
ã 750 600 
d=Ri-Rod=">- 5 
150 F F 
d=— 
IR 


C=-2nR>5C=27:40>C=80ncm 
n: nº de voltas, 26 km = 26 x 10º cm 


26 x 10º 
depot esp O pesos O nas 
Cc 807 
1 h50 min = 110 min 
nº de voltas/min = a0ao = 94 


110 


Sejam Re: raio da roda dianteira; R,: raio da roda traseira; d: distância 
percorrida. Distância percorrida quando R, dá 25 voltas: 
d=25-2nRe>d=25:27:1>5d=507mM. 

Nessa distância, R, dá 20 voltas. Então: 5 
d=20:-27R,=>507=20:2:1:R6=>R,/=qM. 

Distância percorrida depois que R, deu 100 voltas: 

d = 100 -: 2nRp=> d — 100 : 27: 1 = d — 2007 m. 
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758. C,=-21R,5€C,-27:1,5>C, = 37em 
C,=21R,>C,-27:1=>C,-2m7em 
C,—-C,-37-215C, —C,=tem 


E dado — TOR 
765. (a =80",1=20em,t= Soa) = Ny 
-n:80º-R 45 IN 
> 20 = 180º > R= em 
767. (ÁB=a-OB;CD-a-OD)> DB 
= AB — CD = o(OB — OD) > ás Sa ia 
> 100 —- 80 = 0:25 > 
4 
> 0 = ad Ss 


T70. Na figura, temos: 


AOMB = cosa = a > 
> COS O = | = COS O = = 
=> q = 60º 


oa = 60º = AÔB = 120º > 

= (ÁPB = 120º, ÁQB = 240º) 
Como os comprimentos dos arcos 
são proporcionais aos ângulos cen- 
trais determinados, temos: 


ÁOB 2 
q a 2. 
ÁPB 1 
773. Note o AABC, equilátero. Temos É = 60º = A 
= PÔQ = 120º > Pa 
E 
=> PQ = 3: 2n: R>5> 
= 1 
PQ =5:21:105 
20 


> PQ = tem 
Também temos: 

QS = 2R = QS = 20 cm. 
Logo, o comprimento da correia será dado por: 


20 
3(20 + 1] = 60 + 207 = 20(3 + 1) cm. 


Fundamentos de Matemática Elementar | 9 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


774. 


AOPO' > (OP = 6,00' = 19) 228, op = 6/3 em > 
= (AB = 6/3 cm, CD = 643 cm) 
Seja PÔO' = a. Temos: 


OP 6 1 a RE a 
cos à = sy > C0S 0 = 75 > C08 0 =» à = 60 => AOÓD = 120 


AOO' e BO'O são alternos > BO'O = a = 60º = BO'C = 120º 


: E — 240º a dB 
AÔD = 120º = ÁXD = 240º => XD = os 21: 4 ÁXD = orem 


360º 
— — 240º — 
BO'C = 120º = BYC = 240º = BYC = 550º 27: 2>6B 0 = em 


Logo, o comprimento da correia será dado por: 


e 16 8 
AB + CD + ÁXD + BYC = 643 + 643 +ou tgnr= 43 + 27) cm. 


715. AMAD>xXº=4+2 
Cálculo de z: 
Note quey = 3 — z. 


AOPA > AP = 5 
AAPC => C = 60º = 


A 
> sen 60 Road 


Ee 
AE do 


2 3-2” 
9-3 


ni 
3 > 
= x= 3,1415333... 


e =4+| 
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ano) — Equivalência plana 


106 


783. 


784. 


789. 


790. 


B A 


Pelos itens 235 e 236 da teoria podemos concluir que todo triân- 
gulo é equivalente a um retângulo de base congruente à base do 
triângulo e altura igual à metade da altura do triângulo. 

Se reduzirmos à metade a base de um triângulo, o retângulo equiva- 
lente também terá sua base reduzida à metade. Para manter a equi- 
valência, a altura deverá dobrar. 


AABD = ABCD = c 


D 
sSI+N+HI=IHI+HIVS [= ER 


APAB = ADAB (mesma base e mesma altura) 


AP'A'B' = AD'A'B' (mesma base e mesma A da 


Como a diagonal do retângulo o divide em triângulos equivalentes, 
concluímos que os retângulos são equivalentes. 
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791. ACBG = AABE (LAL) 
Utilizando a dedução feita no exercí- 
cio anterior, temos: 
ABCD = BEIH. 


792. 


Exercício 791 = ABCD = BEIH 


+ = + 
Exercício 791 = AJLG = GHIF [4800 AJLG = BEIH + GHIF 


= ABCD + AJLG = BGFE 


ERA — Áreas de superfícies planas 


oh 3h 
798. £) sen 60 “A E N 
>h=3/3m 
Ego ER 1 BD 6 
cos Es > 2113 
=> BD -3m 
A a 
AACD > CD = 5m E 5 E 
- BC-h 
ABC 2 
8- 3/3 
> Sysc > —5— > Sygo — 1213 m? 
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es É a NZs h A 
h) sen 45 “40º 46” 
>h=8/2m 
- BC-h 16 
ao Ca 
18 - 8/2 
di CR = A c 
> Sac = 7242 m? hi 
) 2 +h2=52 a 
(7 —x2 + h2 = (4/22 A 
>5>x=3m5h=4m 
º- BC-h 5 42 
Sac> 5 > 
7:4 B Cc 
> Sac > 27 > Sygc = 14 m? 


799. ajABO ÉS BO -=5m> 


A 
=> BD = 10m 
13 
BD - AC 
S = > 
2 B D 
10 - 24 
5 S= > > S = 120m? 
C 


2. h 12 


gh pum. 
b) sen 45 > > Rg 


=> h=6/2m 12 12 
S=12:h5S=12:625 
5 S= 722 mM 


2) 
— 


OD 42 


=> AO = 4433 m 
AO = 443 = AC = BV3 m 


> S = 963 m? 


108 Fundamentos de Matemática Elementar | 9 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


h h 
800. d) tg 60º = 7 = 13 =7> 


=> h=4/3m 
“(B+b)-h 
E 2 
(10 + 6) - 443 
2 
> S= 3243 m 


> S= 


(1043 + 443) - 3 
ER RR > 
> S= 2143 m 


>» S= 
> AA D 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


h 


I 

I 

I 
ih 
I 

I 

I 

; 
E 


1— 

-(B+bn q (16+4)- 33 

2 2 

803. b)sen 0 =5=5= 
>x=6m 12 


>y=6/3m 
62+272=10º>z=8m 
ig60 =" 518 = >w=83m 


g — X+wly + 2) 


(6 + sv3)(643 + 8) 


>S= 5) 
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109 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


809. 


811. 


812. 


814. 


815. 


Sejam De d as diagonais maior e menor, respectivamente, do losan- 
go,e ( o lado do quadrado. Temos: 
2=81>/1=9em>2p=36cm. 


d 2 
DF jep=2t0ma- gens -Bjd o 2818, 
d+ D=36 


> S= 112 cm? 


44 = 120 > /= 30 em 
x2+182=302>x=24cem 
D:d 48 : 36 
SE a > 


> S = 864 cm? 


Perímetro do quadrado = 40 > 4/ = 405 b 
>/=10m> 5 = 100 m? 
No trapézio da figura: b b 
2p=-4055b-40>5b-8m 
h2+42=82>h=4/3m 2b 

B + b)h 16 + 8) - 443 
Sm = Ctbh os - 06+8 AS, 8 


ma — 48/33 m? 


So | 100 — Sy 253 
= = = 
Sra 483 Sra 36 


> S 


Sendo b e h a base e a altura do retângulo, temos: 
b=h+3 

2b + 3h = 66 
Sendo ! o lado do quadrado, temos: 


[== 15om,h = 120m) = 2 = 540m. 


21 729 
H=8,51= m5S=255S=— em? 


Sejam De d as diagonais do losango. Temos: 


D-d=40 


e 
D> 5 Rc 
40 


D-—d= 
=> (D = 100 cm, d = 60 em) 
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Na figura ao lado: 

(2 = 502 + 302 > 4 = 10/34 em 
Sendo o perímetro do quadrado 
igual ao do losango, o lado do qua- 
drado também mede 10434 cm. 

A (2 


Pqua 
Alos D-d” 
2 
A 3400 Au 17 
Pqua — Pqua — DO 
“Ao  100:60 "As 15 
2 
819. Re 
3/2 3.8 
g = 554 s-28:8 


3 


2238 =55=/=4m 


— 334 io BMG AR 
a dd 
> S=2483m 


c) BC=12> MB=6 dc go ob 
BÃC = 120º = MÃB = 60º 60º 3027 
MÃB = 60º => MBA = 30º fog 

. 6 3 6 
cs =,>5 7 Cc 
= 4=4N3m 

3342 3/3(443)? 
Se a Ed RS ER 


5 S=72033m 
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824. 


825. 


826. 


827. 


AAED — AABC = 


10 =x x, -6 
ER 4152 *= m > 


10 
— y2 = 2 
> Sogra = X2 > Spera = 36 Mm 


AADE — AACB = 


AE AD ad 
AB AC E 
10 
> ga "Am 10 
AABC = 122 + BC? = 152 >» 
> BC=9m 
(AC) - (BC) dd 
Sac> 2º Sc» 


ABC = CDE (retos) 
=> AABC — ACDE > 


AÉB = CÊD (correspondentes) > 


AB BC 
“LD DE 
x—- 6 6 
6 =9>xX=10m 


S=2>S=10º>5S=100m 


De acordo com a figura ao lado: 
Co o 
a? = b? + 122 a? — b? = 144 
E +b=18(1) 
a? — b? = 144 (2) 
(2) = (a + bJ(a — b) = 144 S 
> 18(a — b) = 144 > 
5Sa-b=8(3) 
()e(3)>a=13,b=5 
Seja S a área procurada. Então: 
.2b-h g- 2:58:12 
CE a 
=> S=60m 
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Considerando as medidas indicadas 


na figura: 
a? + b? = 152 
2(a + b) = 42 
a +b2? = e 
> = 
a+b=21 


>a-b=108>5S=108m? 


Na figura ao lado temos um trapézio 
isósceles de altura 3/3 m, base 
maior 14 m e perímetro 34 m. 

Para facilitar os cálculos fizemos a 


2 
base menor igual a 2a. Dafí: E 
(7-a2+(3/3)=(10-a2> 
>sa=4m 10-a 33 10-a 
a (B + b)h 
E 2 nú E D 
7-a 2a 7-a 
+ 
s= Us E ads 
=>Ss-33833m 
Considerando as medidas indicadas 
na figura, temos: 
h2+ (21 —-x)2 = 172 
h2 + xº = 102 
sS(x=6m,h=8m) a 
(B + b)h 
RS 10 17 
(25 +4)-8 
Sa > x 4 21-x 
> S = 116m? 
Para simplificar os cálculos, seja 2x a 
medida de uma diagonal. A outra me- 
dirá 2x + 4 e o lado medirá 2x — 2. 2x-2 
Considerando as medidas indicadas 
na figura: A 
x2+(x+22=(2x-22>5 
5x -6x=0>x=00ux=6m Bs 
x= 6m> (d= 12m,D = 16m). 
. 16 - 12 
s=-2",5- 3 >S = 96 m2. 
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833. ABD = CÔB (alternos) > AABD isósceles > AB = AD = /. 
O trapézio é isósceles > AD = BC = /. 
AB = 4 > EF =/ 
2p =4854/ +DE+FC-48> 
=> DE+ FC -— 48 — 4/4 
(DE = FC;DE+ FC -48 - )> 
5 DE=FC-24 — 2/4 
ABCF: (2 = (315) + (24 —- 202 > 
5 (=230u/=9 
Sendo B a base maior, temos: 


B-48 - 3. 
(=235B=-48-3-235 
=> B = —21 (não serve) 
(=95B=48-3:9> 
ads D24-2/ E ( F 24-2/ € 
s - B+bh , 
2 
s=Aê 35 > 
5 S = 455 m. 
834. Seja OT o raio perpendicular ao lado 


AB e OS o segmento paralelo a AB, 
com S em BC. 
Sendo a o lado do quadrado e con- 
siderando as medidas indicadas na 
figura, temos: 
a)2 
AOCS: (a — 10)2 + (5) = 102 > 
2 
>5a=16m. 
S=a22>55S=16255S=256m. 


835. ACD = BÃC (alternos) > 
= AABC isósceles > AB = BC — b. 
AB=b>DE=b>CE=25-b 
ABECS b2=52+(25-b2> 


> b= 13 
(B+ bh 
sue 2 
(25 + 13)-5 D b E25-b C 
=][]1 DD D5 
2 
> S=95m? 
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20m 
c 
h +10 15m E 15m 
18 =300> 0151 - 2) AABE > AB? = 202 + 152 5 
=-300>h2+10h-600=  >AB=25mM 
= 0> h=-30 (não serve) s = 300 5 ABCD og = 
ouh = 20m 25-CD 
> = 300 > CD = 24m 


2 


AABC > BC? + 242 = 40º => 
> BC=32m 

Sendo a medida do lado do losango B.3 
igual a (: E 
AABES (32-02 +242=02>  Bo-tis 
> (=25m 
S=CE-AB>S=25-:24> 
> S = 600 m?. 


c 


Na figura, o AABC é retângulo em 

A; BD mediana relativa a AC; CE me- 

diana relativa a AB; BD = 2473 m, 

CE = 4/13 m. Temos: 

AACE > à2 + (2b)2 = (2N73)? s 
AABD > (2a)2 + b2 = (40132 > 73 k 


B 

é + 4b2 = 292 EA: 

= = E 
432 + b? = 208 A 


>a=6m,b-=8m> ETTA 


> S= = ú 
2 N 413 
>s=-2 02,5 06m2 
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839. A menor altura é relativa ao maior 
lado. 
De acordo com a figura: 
n2 + x2=45 
h2 + (10 — x2 = 25 E id ? 
5 (x=6m,h=3m) 
10 -h 10-58 X 10 -x 
RR > S= E > 
> S=15m?. 


840. AABC > (BF = BD =4m,CF=CE=6m) 
AB? + AC? = BC? > 


A 
> (4+12+(6+1n2=102>5 ADE 
=> r= —12 (não serve)our=2m E 
r=2m> (AB=6m,AC=8m) 4 6 
(AB) - (AC) 
S=> — 5 
2 B 4 6 c 
6-8 
>»S-=5 28=24m, 


Portanto, Spr =7. Sao" 


843. Na figura, os triângulos que têm áreas 
iguais assim foram marcados por pos- 
suírem mesma base e mesma altura 
relativa a essas bases. 

Agora, temos: 
AABP = AACP (mesma base e mes- 


M 
ma altura) > 
525,+58,-25,+5,5 
5>S,=—8S,(1) 
P 


AABN = ACBN > B 
>28,+8,-28,+8,558,=S,(2) 
(Me()>S,=S,=S,. 


F 
841. (1) AABC = AACD (mesma base 

AB = AD e mesma altura) 
(2) ACDF = AACD (mesma base 

AC = CF e mesma altura) A 
(1)e(2)> Sar = 2º Sapc D 
Analogamente, RR 
Scer = 2" Sapo! Sape = 2" Sape: á 

A 
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84. a) b) c) 
A A 
h 
B cB D Cc 
BC -h AC -h k 
Es Pepe Sam = q => 
E Essa Ds 
38C - 5;ÃC - À 3k 
S = > > S = T> > > Sa > 4 
al 2 3 
>S = 3k >S=5k S=6"' Sa > 
3:83 
AR Rá 
A 
E 
2 k 
d) Saco = 6K> Shop = 3 
2 3 
Sapo = 38 = Sape = q Saso > F 
32 ' 
> Sec q q" 
k 
5 S — F 
BDE 2 X 
2d B G D a 
Spore — 7 ' Sepe > 
1 k k 
> Spore > 7'2>See > 8 
4 1 k k 
Sera — 3 Sooe > Soro > 3' 92 See > 24 
k k 11 
Spera — Sepe — Sera > Sbero = 27 24 O Sbere > 24 
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k 1 k 
Se > 2>Se>6'2> SecHi — Sera + Sran + Spy > 
k 5k 1 k 1 k 
Sae — 19 O Sape — 19 > Sema 2"g'5* 
1 ok k 1 k 
Se > 5 1920 Seo 12 dE ad 
k 
Sroe = Saco — Sacer — > Sem > 3 
Ko kk 
2 1 3 
4 4 k 4k 
Sror — 5 SFoE E 3 15 
1 
Sren 5 Sroe — 
ap ce dO 
"537157 
RR = SS 
2 Sen 4/15 60 
4Kk k 
S= Se +Sn>15"00> 
Ark 
2º" "60 
846. E é baricentro do ABCD = A B 
45 
> Sc>5'2> 
S 
> Sec = 79 Ê 
D M C 
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Observando as áreas indicadas na 
figura, temos: 


AABE> | 2a + 3b = EK 


k > 
ABCD => datb=3 
4k 8k 
>b=399>28S=39 


Unindo os pontos A e F. 
Sendo x a área do AFVC, a área do 
AFVA será 2x. 

Sendo y a área do AFAR, a área do 
AFBR será 2y. 
Temos: 


De modo análogo, obtemos: 


k 
Sano = Sere = Spyo — 57º 

4k 
Sero = Sevo = Shar > 51º 


Observando as áreas indicadas 
figura, temos: 
Sper = kK— Ox — 3y = 


2 +12 
Exercício 714 > [as = RE lg = Ry2 — 2) Es 


alv2 + 1)/2 
E > 


2 5S=p:a>5S= > 


2p =8>p=4, 
> Ss = 22 + 1) 
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850. 


851. 


852. 


853. 


854. 


To + 25, Ra E 1 ad e 1 o + NS, 


2 8 


2p = 10/> p= 5/ 
s-prans-5. 41 o +anBe. 


= NE + 140 + 25). 2 5, 
ss - “1665 + N5)2 5 5 = 25 + N5(2 
8 2 


(as — 55 41): 6,= EMO DE ) oa, = Bt IO, 


10 
5 
2p=55>p=5/ 


2 

5 25 + 1045 25 + 1015 
S=pa5S=>.—D— .25S= : 

2 10 4 
b=1,=b=5010-25;h=a,=h= 505 +1) 

v10 — 2/5 (05 + 1) 10 + 215, 
s=bhos= "DES D+ pas- + 


Exercício 714 > (4 = 1N2 —2 
s-255=(n2-2/>s=(2-v2p 


De acordo com a figura, temos: 
84 + x +40 + 


a 
y+35+30 b 
40 a 

b 


84 +x+40 
> 1+35+30 
x+ 84 +y 
40 +30 +35 


x+ 84 +y 
“ 40+30+35 35 
(1) > 4y — 3x = 112 
(2) = 70y — 35x = o 
> (x= 56,y = 70) > Sagç — 315 
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Expressões da área do triângulo 


858.  AêD = BÃC (alternos) 


A 4 B 
S = Saco + Sage > “N 
g - 8: 12: sen 80º p 4º 8 + sen O 
Ro õ 2 = 8 
> Ss = 32 m2. 309 MN 
D 12 Cc 
860. Seja o quadrilátero ABCD, onde 
AC =a,BD = b. 
Lembrando que A E 
sen (180º — q) = sen q, temos: 
Sa P+Q+R+S> di 
xz sen xw sen q VS 180º - a 
E GE 
wy sena | Zzysena 
e D c 
sen o sen q 
5 Sia — o Ix(z + w) + y(z + w] > Sya — > [(x + y)(z + WI] > 
5 Sa — sab sen a 
+8+ 
862. ap= 15" 2 ,p=12 


S=p(p — ap — bp — o) > 
= s=vV12(12- 712 -8(12-9)s 


> S= 1245 
S=p-r>1205=12.1r>1r=15 
16 + 20 + 18 
p=" p= or 


S = Vp(p — al(p — b)(p — 0) > 
27(27 — 16/27 — 20)(27 —- 18)m > 
> S = 9,231 


a pede dO, 


4R 
a - 160231 
23 
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863. 


864. 


868. 


871. 


6 + 10 + 12 
a) p = Sn 
S=p(p — ap — bp — o)=>S=14(14-6)(14- 1014-192) => 
ss = 8/14 m? 
b) A menor altura é relativa ao maior lado; no caso, 12 m. 


g=12:h gg = 12 p= 


> p= 14m 


c) A maior altura é relativa ao menor lado; no caso, 6 m. 


6:H 6H 8v14 
Ses EsA = iss 
as =por>aTã= 14.151 = Em 


abc 6:10:12 45/14 
gs-oN4- 4 SR= E 


14 +10 + 16 
> 

S = Vp(p — ap — bp — c) => S = V20(20- 14)(20- 1020 16) > 

=>S = 4013 m? 

S=(p-10)-r= 4013 =(20-10):r>r=4/3m 


> p= 20m 


Para facilitar os cálculos, seja / a 
medida de cada um dos lados con- 
gruentes. Considerando as medidas 
indicadas na figura 1, temos: 
2p=3253+2=325 

> (= 10 cm. 

Substituindo 4 = 10 cm na figura 1, 
obtemos a figura 2, onde, pelo teore- 
ma de Pitágoras, h = 8 em. Daí: 


5 S-48cm 


Os lados são da forma 5k, 12k e 13k. Temos: 
2p = 90 > (5 + 12 + 13)k = 90 > k = 3. Logo, os catetos medem 
15 cm e 36 cm. 


S= DE ,s-2700m 
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AD é bissetriz | 
BE // AD 

> ABC = ABE = AÔB = BÊA 

ABEC isósceles > BE =BC=a2 5 


aê = aê 
Sogg = 2 ds 


E ARE 
sen 45º sen30º 


A 
4 BC » 
pd Ed da 30º | 
2 2 4 cm 
AB? = AC? + BC2 — 2(ABJ(AC) cos 45º > 
5 


=> 16=AC2+8-2:4-AC- B 22cm C 


= AC2 — 4AC — 8=0= 
5 AC=2- 23 (não serve) ou 
AC = (2 + 243) em 


(ABXAC) sen 30º q 4:(2+218) . yg+1)em 


se E] 4 


Traçamos CD // AB. 
CD //AB > ABMS — ACDS > 


= SE O E m 
x 12 4 

AAMN — ACDN > 

y 10 160 
“50=7 4 2 4 
Secun = Sac — Sam > 

20N3  10-y-sen 60º 7003 

> Sem > 4 “00 2. See 41 ? 


Seja S a área do AABC. 
AS RR 
>S=pr+gr+r 
Aplicando o teorema de Pitágoras 
ao AABC: 


+ fes 
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(p+ra2=(p+2+H(g+n)>2pg=2pr+2g+2?> 
> p= pr+qgq+2>pg=s. 


880. MN//BC => AAMN- AABC > 
BC H 12 6 


S 


886. Sapo — Saga + Sico + Saco A 
ah ax ay | az 
o a 

>h=x+y+z 


ses. | a)(DA = DC) > BD é bissetriz de 
ABC. 4 
ABCD > tg 30º = 


| 
y 
( > 


2-43-4 
Es B w3 c 


> (CE = 18m, ED = 8m) 
Note AÉD = 30º. No triângulo AED, à 
obtemos: AD = 4 m, AE = 443 m. 4mSD 
S Secr — Sape > 

63-18 4.43 | 10m 
ABCD 2 2 /Ã6Oº - 
> Syecp = 4643 m2, B w3m € 


ABCD — 


5 S 
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Área do círculo e de suas partes 


893. 
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Na figura ao lado construímos 

AP // BC, // CP // DE e EP // AF, de 
modo que obtivemos os paralelogra- 
mos ABCP CDEP e EFAR 

A área do hexágono será a soma 
das áreas destes. Assim: 

Shex = Sapcp Eê Scper + Sgrap = 

5 Shox T 4: 6 - sen 120º + 

+ 4:8- sen 120º + 

+ 6: 8- sen 120º > 

5 S = 5213 m2 


hex 


Prolongamos CM, tomando P em 
CM, tal que MP = GM. 
AM = MB > 


C 
= APBG é paralelogramo 
> BP=AG=8m 
ABGP é retângulo (82 + 62 = 102) 
EST E = 


GS ge a 
Sm >> Re Ea 


- 


= Sppu — 12 Mº = Saya 

= e RÉ A.-8 
Sagc = 6“ Saya > Sigo = 6: 125 A 
> Sac = 72m? 


Considerando as medidas indicadas 


A B 

na figura, temos: 7 [] 

2a 2a q, PN 
sena=— 5Dx= 

x sen a 
Sascp = X' 20 > 

4ab 

> Sagcp = Sena 


a) No triângulo sombreado: 
R2=(R-42+82>R=10m 
S=1Rºê>S=1:10?> 
> S = 1007 m? 


S | Fundamentos de Matemática Elementar 125 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


9083. 


126 


b) (AM = 25,04 = R)> 


=> 0M =25 — R 


AM 1 BC = BM = MC, 


BM = 15 | 
> MC = 15 
No triângulo sombreado: 


R2=(25-R2+1525R=17Mm 
S=16">S=172-1=> 


5 S = 2891 m? 


AOAB => Rê = 1º + 52 = 
5 R2- 2 =25m 
DO curás = m(R? o P) =» 


= 2 
> O area = 257 m 


Relações métricas no AABC: 
82º =2R-(R-4)> 
= R= —4 (não serve)ouR = 8m 


ER = Rê? -1)= 
= Sooroa — T(64 — 16) > 
5 Ss = 481 m? 


coroa 


O 


t=85R2=85R=42m 4=65R=6m 


1 
= Acre ug = 
>s=« R2— 42)= 


5S= H82m - 69)> 


5S=8n-2)m 


1 
S = 6 (Seíre o Shex) = 
À ts NBR 
= 2-= S [nr > = 
1 3/3 ] 
SS = a [sor >. 36) > 


5 Ss = 3(2x —- 3/3) m? 
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(=12>5RV/3=125R=443m 


1 
S = 3 (Sor — Sm) > 
EÃ A) 
E Ds 
> S ala A > 
1 1443 
8 = Lar - A |> 


> S=4(41- 3/3)m 


t-12m=r- 225, 68m 1-6msn-225h-38m 
S = Shox — So) > =Sh="= Bm 

> S= as E nº) = S= S(Syr Saia) + 

= se a(o1ev3 = 108n) => =8= a(6? -P)= 


= s=18(213 - mm? 


Seja d a diagonal do quadrado. En- 


tão: 
d=45N2=45/4=2N2. 


S=Src- SuS- P-L 


qua 
5S-=n:22-(2022> 


>S=4(n-2). 


>5=08-3m= 
ss=(343 -m)m 


É 
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905. n= 30522-315 1= 3 
S = Si o Salt > 
3 4 
= Zi Tr — 
12 -N3 
— Po? 
4 
5 s= (313 -mr 
(3 
906. a=5 =385/=10m> 


> S = 1007 — 15043 > 
=> S = 50(27 — 3/3) cm? 


907. a=Bem=5h=[35 


AR 
>h=N3em>5=33> 
> (= 6cm 2a 
R=2a>R=2/3cm 
SS. — So 


5S=12n-WN3> 
= S = 3(47 — 343) cm? 


908. a) 
de= Suá Soetor = 
- 2 na 
5>S=a 4 > 
a 
4 — 
SiS = 7% 
[| 
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b) 
S= Squa — 28, item a 
E ER do, at O 
T—2 
EE 2-2 
> S > a 
a 
c) 
9 = Sqa ES, 
n(2/ 
a à >S-a2-2. G) 
S, 2 
4— 
cd RR Ta? 
909. a) b) [0)) 
a a a a 
: = 2 2 
sa, a 
a 2 i E 
a 
a a 
2 2 
H 
Note que a área som- Aqui a área sombrea- s ex. 908 
breada é metade da da é o dobro da área "pétala itemb 
área sombreada do sombreada no exerct - TT - : (5) 
exercício 908, item b. cio 908, item a. o 
Logo: Logo: = DO sida 
TZ 4-1. o — á 
S = A a”. S = 5) a”. >5>S=4 g “> 
— 2 
q do 3 a2 
910. a)2p=16cm>a=4em a 
Exercício 908 item a > 
— 
5 S = -a2 > 
4 4 cm 
>8,=44-7) s, 
S=2-:3558=2-:44-)> 
>S=8(4-71)cm? EI 
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NO, q 
Rm r 
2 xr? à 
S = Squa — 2" 7 : 
2 
pe 
na 
911. c) 
=  Soíre 2 
Squa 2 Ex. 908 item b > aged = 
2 = | 
> m 2 a 4 
5 S=/ > > S = as Tr 
=” x 12 
5 S=2 > 
ss=ÉE cm? >S=2(m-2) 
912. ADRs = sr = 22 + 
— a2 
“4 
SS des , 
a 
E 4 
AT. 
5 S = 8 


914. S=2:(S,-3-S8)> 
g = (ÉS ia 
>» = 4 6 
10N3 3. 
>s=2.[ A 


= Ss = 25(213 — n) cm? 


130 Fundamentos de Matemática Elementar | 9 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


915. a) AC + CB = AB > 
5 3CB + CB = 325 CB -8 
CB-8ecm>AC=24 em 

2 
= HR + Ro) O URÍ | mR$ 


e] NC To A 


Ri 2 2 
> S = 641 cm? 


D)S=RAR2-S,> 
> S=1:162- 641> 


— e 
917. b) AC + CO + OD + DB = 20 > 


=> 4AC = 20 => AC = 5 cm 
CD = 2AC => CD = 10 cm 


Si=—5 > n= > em? A C 
z 2 
set gts 
1007 257 251 1257 


918. AM + MB + BC+ 0OC+OD+4DA-=42> 
5 6r=42>5r=Tem 
S,= Saco 7 2" Sj> 


(3) 


=“ 


72 
=s=14:7-2:E05 
=» 8, = DE dE cmo 

mê ma Tê 
Si>75 28-05 > 
49 
> S =" 


9) 
> 
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= 


To 


= 
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q — 196 — 497 | 497 
> E AR EE — 


> S = 98 cm? 


919. a) Análogo ao exercício 914. 
R 
b) OA = OB = — 
) 3 
2R 


Cê a 

S= AS cio AC star AB) = AdCA VA 
x - BC2 on nas 

5 S=2: 2 |= 


RR A [al El Ea “E e 


2 2 
TR2 


RC 


922. Note que as duas regiões sombrea- 
das, nas figuras ao lado, são equiva- 
lentes. 

Determinemos o valor do menor 
segmento circular determinado pelo 
lado de um quadrado de medida a 
e raio de circunferência circunscrita 


iguala R. 

-R=a-RãR=-a 
1 

Deog = 4 ; (Soro = Squa) = 


Hi 
=> Soeg — Fin? -2> 


=> S 8) 58 = 


seg 41 2 
Sendo S a área sombreada, temos: 


T 
= 2 Sia" SS Za + a2> 
t+ 14 
= .a? 
358 8 a”. 
923. Note o AABO, equilátero. 
Socg = O aii Si é 
ABO ABC 
s n:12 1N3 " 
> Soeg E “q m 
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Sendo S a área sombreada, temos: 
S= 12: E e 

-a9t NS 
5 S = 1/5 A > 


= S = (27 — 343) cm?. 


925. Note que AC é o lado de um triângu- 
lo equilátero inscrito numa circunfe- 


rência de raio 2r. 

Sejam / o lado do triângulo, Sç a 4 
área do círculo maior e S, a área do 

círculo menor. Daí: 


2/3) 3 
1- rãs 8, - SE, 
> Sa = 3431? 
So = (212 > S, = 41?;S, = qt? 
s Ba ERC los é 
3 
So — Sm Am? — 34312 
Sy = —s “> Sy = 3 
34312 — qr? + 42 — 3N3r? 
s-sigos-D TT as-m 
926. 2p = 165 /=4cm 
Considere BE / OC e CE // OB. 
Temos: 
a 2 
VB = 5 => 0B- > > 
= OB = 212 cm. 
1 
S, = 7 (Seco = Ouio) 
Seca dh 0B2 OB)? 
+83] a(o) |= 
= dl 2 ES E 
= 8-5" [212) id j=s- 5 em 


4 — 
s-4.858=4-( 3 )=8=2(4 1) cm? 
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na? aa 
927. a) | “A o > 
RU 
5 S,- 4 “a ê 
av2 
BC = av2 > 0C = az 
e esta BC |. S, — a 
g-T:0C2 (nm 2a? 
RR 4 
E av2 f : : 
o 2 (m — 2)a aí 
5 S= 5 = A 5 S= 2 
b) 
a 
Figura 1 Figura 2 
Note que a área da região sombreada na figura 1 é equivalente à 
área sombreada na figura 2. 
ei 
e o 6) so 
E cá de 
a 
c)J/=asRW3=aSR== 
) E NE 
S, = 3 (Soro = Syri) sá 


if. 23 
= 8, = jr? - Es 


> S,= E [nl] — ame > 


3 "iNB 4 
(mo NB 
=8 (5 3) 
a? 
ra] 
No 
S= 3 —S> 
na? na? 322 r + 6/3 : 
ago = = 
8 9 12 72 
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928. 


929. 


930. 
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AB =BC=r12 
é “(m2)2 (22) 
| 4 » q 
TIr2 
>8=5 "P A c 
mt? “E” 
a aj =+ 
(E. ?) 
= 2 > 
> S=p 
4 3 4 — 83 
e sen 60 “0 2 OB OB == em=o0OD 
= 
os 4 3 
tg 60 56 > “3 DE 06 == em 
CD = OD — co>co-28 88, cp = 28 em» 
x: OB? CD (OB)(OB) sen 120º 
= Dear Soja Sri S= 3 AS) DOS q, em 
o 64 1:16 64 3 4 à 
3 S=T 9 AD. É 5 >8=q(137 — 1243) cm 
0 AC 1º AC o 
AAOC = sen 30 “o qo Sn 
= 
:. OC 3 OC 
00530 = 55-10 > 0C=5/3m 
BNB DES 
= Sanoc = 2 > mM 
S = Soetor — Sanoc > 
Sg- 1102 2573 
“a 2 
25 
> S= c (2x — 3)3) m 
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931. ABC é triângulo equilátero de lado a. 


Ssog E O set o Sac = 
= a? aN'3 
= Saog E CA 
2x — 343 
— Vaég = AD -a2 


S=Samct2 Sa 


seg 


a? 3 E (2m — 343) õ 


= EE A SS A a B 
> S ZE 12 a > 
4x — 343 2 
5 S = 12º à 
932. Note que este exercício é análogo 


ao anterior, bastando considerar 
a = O0' = 26 cm. 


RR PA 
S=2 12 aí > 

41 — 3 a 
o g=2 8 WD og, Cj 


338(41 — 33) 
E 


>S E 


o AB O N3 AB 
933. sen 60 “40” 24” 
> AB = 5/3 em 
BC 1 BC 


cos 60 “E O 


S = Sagsc — S/S 
. (AB(BC) r(BC)2 (AD) 


E 2 “6 42? 
g.3:5 7:52 m:5? 
"2 6 12 ? 
25 
=> S = (243 — q) cm? 
AB ND AB 


934. sen 45 “AC O 4 


> AB = 5/2 cm = CD = AB 
(CD = 512 cm, AC = 10 cm) > 
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935. 


936. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


= AD = (10 — 512) em = AE 
(AE = (10 — 5/2) cm, AB = 512 em) > A 
> BE = (10/2 — 10) cm as D 


(10 —- 52) cm 
; >? 


5/2 cm 


(N 
BD Bmv2 B 5/2 cm c 


«2x - (10 — 512) 5 


=> DE -=Z (10 - 5/2)em 


4 
pa aid — 2 
>p = BE + BD + DE = 2p = 1043 — 10 + 8MI2 , mito — 5V2) 


= 2p = > (012 +17 -4)em 
— s>s-L00 (ap 
(5V2)(5V2) m(10 — 5N22; (52)? 


E RR 
25 


=> S = (2 + V2n — 2m) cm? 


Seja / o lado do triângulo. Temos: 
4 = RV3;0M = de BÔP = 60º. 
S=5+8,> 


Eeas Bo , a id É 
Ry3 à Pá 


AABC é isósceles e retângulo 
Bs ds 

Note que AP = n2 + 

(AAPB é retângulo, B = 45º) > 

= AP=PB=1/2+r 
Analogamente, AP = PC = n2+r. 
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937. 


941. 


942. 


Exercício 879 = 


> Susc = (BPXPC) = (1/2 + 1)? 
Logo: 

S = Sagc = Sofro Rá 
ss=(02+12-m2> 


= 


Sa 


À 


Na 


AB = OA > AOAB é equilátero = 


53 


s=1(3+ 2/2 -7). 


= 97 cm?; S, = 491 cm?; S, = 121 cm?, 


setor 
=21,8 = 67 
figura ao lado, temos: 


(: R 
8 


27R 
=6r = 5 R=6cem 


setor 


seg = O adir o Sr 
t:R2 R-R-sen60º 
> 8 a a asp 


seg 6 2 
3 
1:62 6: Es 
ms 0 
S... = 321 — 313) cm? 


AÔB = 60º 
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S, ie S, = E 
2 —- 313 

>S=1R- 2º R 

107 + 3/3 
O qa 

(2m — 3N3)R? 
So 2/0 20088 [ou gt = De +55) 
Si (40n- 3N3)R2 107 + 33 S, 27-33 

12 
943. Considerando as medidas indicadas 


na figura, temos: 


r 1 
sena = >sena=s=a=õ30º 


2r 

S, é o setor de 60º do círculo menor 
= AP 
— S, = E 


AODE > 0E2 + DE? = OD? > 
502 +" =(202>50E=n3 
Si = Saope — S/ > 


nN3:r mt? 3/33 — q 
Io a 0 
Sy é O setor de 30º do círculo maior. 
= r(3r)2 3x1? 
(arco AC) > S, = 12 > Sy = “A” 
S é a área pedida. Então: 
nr 3n? 2 33-71 
s-aS, -Sj>s- E -- EO 
sig = PES 3 
6 
944. S=sS 


313 


>8=5 22-2:7:1º> 


5 Ss= 2313 — 1) No 
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hex = 6s, = 
go SBÊ 120º a 17 
nó ago PS Ki 
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945. 


947. 


Sejam L, e L, as áreas das lúnulas 
e Ta área do triângulo. 

A área S da superfície CPAQB pode 
ser calculada de dois modos: 

1º) lúnula 1 + lúnula 2 + semicírcu- 
lo de diâmetro a 

2º) triângulo + semicírculo de diã- 
metro b + semicírculo de diâmetro c 


AG é bissetriz de BÃC = FÃE = 30º = GÊH (FÃE e GÊH são corres- 
pondentes). Note que GÊE = 120º e FÊB = 60º. Além disso, temos 
EB = 2NRr (exercício 563). 

R=d 1 R-r R 


O as TO RER O 


EBGF é trapézio de bases Rere altura 2NRr > 


(R + n2NRr 
> Senar = > 5 Sar = (RA MRS 


=> 
R 4R3 
Re = 
ad Sepor 9 


2 
R 
— Sesor = (R + 5) 


& nr? as tR? 
[O Ta 17 57 2 
3 A o quis, eh 
TR? 54 
Sr =27 


4RN3  11mR2 (2443 — 14m)R? 


9 54 54 


S = Sepor — (S, + Sy) = 
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949. 


950. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


BC? = (1,52 + 225 BC=2,5cm A 


AB? = (BC)(BD) > « 
>(1,52=2,5-BD> 
9 B 


=> BD = qo em 


BD + DC -2,5> 


9 
> 10 1 DC=2,5> 


> DC = E em (eej E (Dei (Be 
i No, PO NO, PO 
S+S, +tS=—SÃs SA = 


Seja o lado do quadrado de medida 
a. Sa éa área do setor determinado 
pelo arco BD. 
S,=8S,4-2:S,— Sape > 


2 D c 
na? ") ay 
> S, = “A. — 2. 4 = (5) > 
T—2 G 
>S,= E a2 (1) 5. 
Exercício 908, item b = 


T—2 (ay A F B 
ss.) > 


Relações métricas > 
= PM? = (AMYMB) (1) 
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952. 


9583. 


954. 


r(AM + MB)2  tAM? qMB? 


é A = = 
E 


Exercício 945 > A + B=S APQM 


Exercício 945 > C + D = So 
5SA+B+C+D= Sapom + SapaM > 
SA+B+C+D=Somn 


Sejam Rero raio do círculo circunscrito e o do círculo inscrito, res- 
pectivamente. Temos: 


Ss 
Rs sda R abc-p 
q. 00 po gbe [ras 
“AR as 
nus abc - p as os a-b-c 
r 4:p(p-alp-blp-c “r 4p-alp-—bXp-—c) 


Seja ( a medida dos lados congruentes. Temos: 


(+41 + 18 
p=""200 2Pp=l+9;r=6em 
S=vp(p-—- Op -—- lp — 18) =S=v(L+9 
5S=9(2-81 
S=pr>9/2-81 =(1+9):655/2-72-1053=05 
117 
= ! = —9 (não serve) ou ( = —— cm 
[13689 Ri seA 
S=9V/2-815S=9 —8155S 
25 25 
9 - 108 972 
= =. 2 
35 8S 5 => Ss 5 cm 
19. 4d? (417 
fico NC BB e DB SO > R= Se cm 
4R 48 A - 972 
5 
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955. Seja AP = a. Por trigonometria, obte- 
mos as medidas indicadas na figu- 
ra. Sendo k a razão de semelhança 
entre os dois triângulos, temos: 

S 
MEC (2 
POR 
Sage 3a j Sage 
5 = > =3. 
Spor av3 Spor 


956. Sendo S a área do triângulo, temos: 
ah b-h c-h 
a b c 
2 2 ai 
=> ah, = bh, = ch, 


S 


960. No tablete do Carlos, temos: 


3 
23h +h=12>h=em 


S 


Carlos 


Como Searios o Spaulo! é vantajoso 
para Carlos aceitar a troca. 


961. Os triângulos ADE e ABC serão se- 
melhantes e 
Save + Spcoe + Sage > 
Save + 3 Sape = Sape > 


s 1 


962. Seja S, a área total do AABC. Temos: 
Ep Di, h-x 
ST > k > l + h 


e 1 2 jo 
S 2 
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963. 


964. 


967. 


970. 


"A razão entre as áreas é igual ao 
quadrado da razão de semelhança.” 
Então: q === == 


Lê 
— x / 182 | 

— Lol E Ga 
ET 15 =x 5) E 

2 

x 18 
>75-x) y (D distá 

(18+yx x Ss 18+ty(  * (2) 
(8+y(15-x) (15-x2“(8+y (15-») 
()e(2)>(y=12m,x=9m) 
t,=8m,£,=15m,8,=8,+8S,. 
Temos: 
S, ML Ss, 8 — 64 
s; = (6) +65," 15558 = 225% 
Devemos ter 

64 S, 289 

Sd Sar Sp ada os 


too 289 la) 289 
SiS Sus vo = 

” 225 (55) Dom vtd Ulm 

Sejam / o lado do quadrado cuja área é procurada e (, o lado do 

quadrado inscrito num círculo de raio 10 em. Temos: 

(,=RV2 > 4, = 1042 cm. 


(= 1854.,,0-1852 1ôem 
2 
ã 
Ss=2>55S Rei 1088) = 5 = 100(3 — 5) em? 
Lo -1 RiODE 
Sigo = 10- 10.10 = Sa = 585 Re quiO + NS > 
5 
> Suco = 9 (15 — 1h10 + 26 R? 
- 59 - 
Sum 5255 Sam — TO 25. INB +1)> 


FE 


See — 5. (V5 — 1h10 + 5; , Sgee “EB -4 
rent (15 + 1/10 = 25 ir 
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972. 


9783. 


974. 


975. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


2p = 80 > (, — 10 em 
Exercício 725 > (, = RV2 2 > 


5 R42-12=105 
5 R do 
2 —2 
R:-R- sen 45º 
S=8- > 
VA 
10 » 12 ) 
ss=4 (Da Ss o 
S = 2 


> Ss = 200(12 + 1) em? 


R-R- sen 45º 
= = 


s=8 3 


OM + MC = OC > 


2a 203 q 
2 o Re 

3-1 
>a=— -R 
Squa — (29? > 

Wa -1) | 

ds and 5 
> Sua = (4 — 243)R2 

(2a)2 3 3-1 2 
m=>4 8-2 1358,=["5—"R Bs 

2 — 3 
» sy =28808. p? 
SFig = “di De Sm = Srig = (4 = 2V3)R? + 4 A E R)> 
> Sa = 2(13 — 1)R2 
e ABCD) 34-17 

a BICO SO oem 


2 2 


Sendo R o raio do círculo, note que 
a diagonal menor do dodecágono é 
igual ao (,, que é igual a R. Assim: 
d=8e Rr 

= R2>4,=N2> 
5s=255=(2)> 

5 S = 2092 
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976. A medida da hipotenusa é 42 cme a 
do outro cateto é 2113 cm. Temos: 


21) 441 
1, = 208 .,1, — 43 cm? 
- (21N3)N3 
= 
13233 
Ed RR EE cm? 
Squa — (422 > Sua — 1764 cm? 
T+T> 4413 + 13233 
Si 4- 1764 
Tt sê 
S 4 


977. 48,=255 


5-5 -sena 
54:.———— = 255 
2 
1 
> sna=5>0= 30º > 
> B = 150º 


Resposta: 30º ou 150º. 


978. Syd Sat 6 Sua t 6 S4> 
33 R? 
Su 6 CR 
> Sig = 3N3R2 + 6R25> 
> Sig = 3143 + 2)R2 


dod 


979. S-=p:r(D)S-(p-a)r()S-(p>-b)-n(39)S=—(p—c)-r(4) 
Multiplicando membro a membro (1), (2), (3) e (4), vem: 
S:S:S:S-p-r:(p-ar,:(p-—b),:(p — cr 
e como p(p — a)(p — b)(p — c) = S2, vem: 


S =pp=alp=bip=e ternos erra 


c 


Sh hr, 

980. AABG = ADEG (LAA)) 
a 
> DG = 2 
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S, +S,=a2 B 
1 2 

2a - a > 
S+S+8-=—=a 


>S,+S,=5S, +5+5,> a 
58-58,—-8,5 


a2 a-x-sen 60º 


8-2 ="——— ——(d) 

a 

>: x: sen 30º 
“o o 48 
E 2 méi a sen 30º (2) 
Substituindo (2) em (1) 

E sen sor Sen o a? 3 
PR O CR e 4 — 2435 5 

a2 

> st +2N8)=7> 

23 -1 

S= 2 
Ni 24 
AB = 3k, AC = 4k, BC = 5k A 

5 2 

Note que r = 2 k= = k= 5 r(1) 

b 3:4:5-K 
s-=8- 5 > 

f 4: 5k B c 
5S=6k(2) 

2% 

(1)em()>S=6- Eis 

24 

Es ES ma 
>8S 25 " 


Sendo h a altura relativa à hipotenu- 


sa, temos: 
h2=16-9>5h=12em> 
16 + 9) - 12 
EN a Ç b 
2 
> S = 150 cm? 
a=16+9>5a=25em 9 16 


= 25 :16=>b = 20 cm 


Relações métricas a 
25 -9>5 c = 15 em 
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985. 


987. 


a+b+c 25 + 20 + 15 
= =sn= 


Ra: i 2 
> p= 30 em 
S=p:r=>150=30-r>r=5cm>sS, = 251cm 
“abc - 25-20-15 25 "625 | 
S=aR O 150 = AR 2 PMI A Tem 
Sid 
?S 25 
= a 

ge ME qdo 2 

sen 60 AC 2 ACO 


aN3 
do 


pe fe, 
23 +3 2-3 r 3 
o Seia - 


(4 =2em,£, = 3 cm 
Os dois eneágonos, por serem regulares e convexos, são semelhan- 
tes. Então: 


2 o) 22 4 
dA-=(1)Ssda=(o| ss =—s 
a [5] S, (3) Sã 9 Sa 


Seja / o lado do eneágono que queremos determinar e S a sua área. 
Temos: 


4 13 Ss 13 
no o dn a 
RE 48 (5 13 
A | Es, 2) = =4 
= 9 > 3 do 13 em. 


Fundamentos de Matemática Elementar | 9 


988. 


990. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


AABC é equilátero de lado 2r. Sendo h sua altura, temos: 
h= envs >h=n8. 


2 
Note que G é baricentro do AABC. Daí, BG = 3: h > BG = 3 n3. 
Note também que DB é bissetriz de EDE. Daí, BDG = 30º. 
.. BG 1º" o 
ABDG > sen 30 =BD>2 = BD > BD = 2r 


(BD = 2, BH =) > BH =r 
Sendo R o círculo do raio maior, temos: 


2 
R=BH+BG>R=1+503 


Logo: 
Pon 2(2N3 — 1) qr? 
s=n8-3m2=5=n(1+ 208) ai ga do 
na? 
Ea 
Exercício 931 
2 M- 33 os, 
Ss = M4al> 
(167 — 12N3)a2 
5 8, = ai = 


>5-25,+5,5> 
2) - 3 2 
ss-o. 182 , l16r 12N3)a 
2 3 
(197 — 12N3)a? 


3 


> S= 
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991. 


992. 


993. 


ACDB > DB2 + 122 = 132 > DB = 5 cm 
(DB = 5 cm, AB = 14 cm) > AD = 9 cm 


Sac=> 2º > Sac = 84 cm? 
AAEF — AADC = Te = GE = 
Es x=5Y(0) 
Sagr > Sc 
5-5 84 > xy = 84 (2) 

4 


Era -5> 
3 r 

> 3-5 >XZ=n3 
Temos: 


r3+2+n3=a5 


spo 8-2 AA 
; ATA 
S-8,-381.> 


a2 
>S= OB agro 


aW3 (3 -1)2.a? 23 —-3(2- 3) 
Ed OR AR = Cd 


(AB? = 256 > 

=> AB = 16 cm = BC =CD=AD 
BCE + BF = 90º 

FÔD + BCF = a 

> BCE =FÓD=a 


ABEGr tg à = BE 


16 |, 
FD 
AFDC: tg a = 5 
> BE=FD> 
= ABEC = ADFC = FC = EC 
(FOXCE) 
Sagor = 200 = 5 = 2005 D 16 o 
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= (FC) - (FC) = 400 > FC = EC = 20 cm 
ABCE: BE2 + BC? = EC? > BE2 + 16? = 20? > BE = 12 cm 


al 1 
(=g2mR=12n=5:21:R=> 


5 R = 36 em , 
AOAB = sen 30 08 > 
E a 
DO ep E 
36 
= 9 51=1258S=1º = 
=> S = 1441 cm? 
EC=b>5DE=a-b Da-bE b c 
CE - TFE=> EF=bV2 =AE=AF - 
AADE > (a—- b2 +32 = (bV22 5 
=b2+2ab-222=0>5 : 
> b=(V3- 1)a g 
— by2)N3 
[(V3 — 1)a - 2] 3 i 
Je de o E sad 
= Ss = (243 — 3)a? 
A B 
843 - 
AD = 88 ap = EB, 


> AD = 12 cm > (AS = SD = 6 cm) 

AAMD é retângulo em D, MS é mediana > 
AD 

> MS = 5 > MS =6cm 

Aplicando a Trigonometria no AAPS, 

obtemos PS = 3 cm, AP = 313 cm. 


(AP) - (PM) 
Snap 5 o > 

2 33:9 
> Sagpu > 2 

ABRO da B 
E a 
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998. Usando base média de triângulo 

(AP'N) e de trapézio (MN'CB) é fácil 
concluir que o AABC é formado por 
9 triângulos equivalentes. 
Os lados do AMNP são diagonais 
dos paralelogramos MN'NO, MOPP" 
e PONN'. Logo, a área de MPN é 
equivalente a 3 dos triângulos que 
formam o AABC. 


Então: 
Ss 9 o) 
ABC ABC 
5> =3 
Snp 3 Synp 


999. —Traçamos BE, com BE LAD => BE // 00' (1) 
(OB LAB,O'A LAB) > 0B// O'A (2) 
(1) e (2) > EBOO" é paralelogramo > BE = 13 cm 
AABE => AB2 + AE2 = BE2 => AB2 + 52 = 132 = AB = 12 cm 


Rel. métricas > AB? = (BE) -(B) => 12=13.H5 


152 Fundamentos de Matemática Elementar | 9 


1000. 
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Note na figura ao lado os triângulos 
ABC, ABD e ABE, de mesma base AB 
e mesmo ângulo (a) opostos a essa 
base. 

No AABD: 

DM passa pelo centro | uu 

DM LAB => AM = MD | 

= AAMD = ABMD > 

=> AD = BD > AABD é isósceles. 
Como DM passa pelo centro, DM é 
a maior altura relativa à base AB. 
Logo, o AABD isósceles é o que tem 
maior área. 


Exercício 784 > 


=| Sacra = Scyni 


aporR = Sesor 
Das figuras ao lado é imediato 


concluir que a área será a maior 
possível quando a base e a al- 
tura forem iguais à metade dos 
catetos correspondentes. Isto é, 
as dimensões do retângulo de- 


vem ser 13,5 e 16. 


BC - 3cm,AC=-4cecm> AB =5em 


Sasc = Spcr + Saca + Sar 
Ec, º feio, " da! E da = 


=54:3-3-:5:1+4:1+5:151> Sem 
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1005. 


1006. 


1007. 


diâmetro =8em > R=4cm 
B=-,>B-R3>B-43cm 
b=L>b-R=5b=-4cm 


2 R$3 R 
PS er 
m3 4 
o 
> h = (213 - 2)em 
s - Btbh 
5 
(443 + 4243 — 2) 
E 


> S=8cm? 


Sejam k — 1,k, k, + 1 as medidas dos lados; h,, h, e h, suas res- 
pectivas alturas. Temos: S = 6k 
2p=k-1+k+k+152p=3%k%«> = SK 
s=pp-atp -bp-o = E 


= 6k= ES as JS k 1)= 


2142 2 2 

=> k = 196 >k = 14 
(k — 1h, (14 — 1)h, 168 
o ko 5-6 14 5h, = 
kh, 
—> — 6k=h,=12 
(k — 1)hs (14 + 1)h, 1 56 

5—2=6k 3 2=6-145h,=5 


| pag 2xy = +2a2 
x +y2 = d? 2+y2=d2 

Somando membro a membro, temos: 

E +y?=(d2 +22) — |xry=dê + 2a? 

(x — y)? = (dê — 2a?) x—y=02 — 24º 

Resolvendo o último sistema, encontramos: 

d2 + 232 + vd? — 232 d2 + 232 + Vd? — 2a2 

OO O o O a SIS e = = 
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Devemos terd?—- 222>05d=>av2. 
Note: 
d=al2 >x=y= a = ABCD é quadrado. 


1008. Sejam becos catetos. Temos: 


bc 

E es E = 240 a = A80 
> 5 

b2+c2=a? bp2+c2=a? b2+c=a2 
Somando membro a membro as equações do último sistema: 
(b+c)2=480+a2>b+c=v480+a2. 

Então: 

(bc = 240;b + c=V480 +a)> 
> bec são raízes da equação x2 — V480 + a2 x + 240 = 0. 
Resolvendo esta equação, encontramos os valores de be c: 


Va2 + 480 + Va? — 480 Va2 + 480 — va? — 480 
b = = CE cm; c= E 
Além disso, devemos ter: 
a? — 480 > 0 > a > 4430 cm. 


1009. Sejam S a área do triângulo ABC e / 
a medida dos lados congruentes. 
Temos: 


S = S,pp + Sap O 


ACP 
ERRA 
>S=—s 2 > 

25 
per = 


r 


1010. AOAB=>sen30º=-— 5 
18 —r 
cd sem 
2 48-17" 
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1011. 


1012. 


OA - OB - sen 60º 
Shoas — 2 
12.6 (8) 
> Shoas = > 


= Sacos — 1843 m? 


S, = Sao TS, > 
Ra 
- 62 
>S, = 18/3 - —— =S,=(18/3 -6m7)m? 
rR2 . 182 
SRS Sds: Ss ga grs Ec 


12 E Ee) 
> S=3(5r-63)m? 


Note que o triângulo original e os 
triângulos de áreas A, Be C são se- 
melhantes. Sendo S a área do triân- 
gulo original, temos: 

S A B C 
(ar+b+e? 2 b? q 


E AB 


“arbtc a c 


5S- NA SB + NE? 


A área procurada é igual à área de 

um quadrado de lado x mais 4 vezes 

a área do segmento circular som- 

breado na figura ao lado. 

1º) Cálculo de x?: 
x2=a2+a2-2-a-a-cos30º= 


>x2=22º —- 222. 2 > 
5x2 =(2-3)a? 


2º) Cálculo da área do segmento circular: 
ra? a-a:sen30º 


Deaê = eta o Sapor = Desa E 420 2 
T 1 
* Sage (5 2) 
3º) Área da região sombreada: 1 
S=02+4-S>S=(2-13) a +45 - ae = 
12 4 
(m + 3 — 3/3) a? 


= E qo 2 = 
5sS (2 B+5 ta 5sS E 
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